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Introduction et notations
L’objectif principal de ce rapport est l’étude de la répartition moyenne de zéros proches de 1

2

de fonctions L associées à certaines formes modulaires ([ILS99], §1). Connaissant l’importance
de la notion de fonctions L et de leurs zéros, au centre de l’hypothèse de Riemann, nous
pouvons pressentir les conséquences de tels résultats de répartition dans d’autres champs des
mathématiques (nous savons que ces objets sont entre autres au cœur de preuves du théorème
de la progression arithmétique de Dirichlet ou du théorème des quatre carrés, autant d’exemples
présentés par [Zag08]).

Nous notons H = {z ∈ C | Im(z) > 0} et définissons e(·) par e(z) = exp(2iπz) pour tout
z ∈ C. Γ(·) désignera la fonction Gamma d’Euler, méromorphe sur C, quitte à partager plus
tard la notation avec le groupe modulaire. Nous notons S(R) l’espace de Schwartz. Enfin, la
mesure de Lebesgue sur R sera notée dλ et δ0 fera référence à la mesure de Dirac en 0.
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1 Formes modulaires de Hecke
Nous introduisons dans un premier temps les formes modulaires et leurs propriétés corres-

pondantes.

1.1 Formes modulaires, formes cuspidales et séries de Poincaré

Rappelons l’action du groupe SL2(R) – ou PSL2(R) – par homographies sur le demi-plan
hyperbolique H via : (

a b
c d

)
· z =

az + b

cz + d

Pour un sous-groupe G de SL2(R), l’action est mieux comprise lorsque l’on dispose d’un domaine
fondamental :
Définition 1.1. Domaine fondamental

Un ouvert connexe F de H est appelé domaine fondamental pour l’action de G sur H
si F admet au plus un élément de chaque orbite et si toute orbite rencontre F .

Remarque :
• Lorsque G contient un certain type d’homographies, l’existence d’un domaine fondamental

repose sur son caractère discret ([Kat92], §3.2, théorème 3.2.2), on parle aussi de groupe
fuchsien ([Kat92], §2.2).

Nous donnons deux exemples majeurs aux domaines fondamentaux bien connus. Ils seront
exploités dans les raisonnements suivants.

Exemples :
• Toute bande verticale de largeur 1 constitue un domaine fondamental du groupe Γ∞ =〈(

1 1
0 1

)〉
des translations entières. F∞ = {z ∈ H | |Re(z)| < 1

2
} convient.

• En considérant par exemple un élément de partie imaginaire maximale de chaque orbite,
on montre qu’un domaine fondamental du groupe modulaire Γ = SL2(Z) est donné
par F = F∞ ∩ {z ∈ H | |z| > 1} ([Iwa97], §1.5, théorème 1.2). Tout γF pour γ ∈ Γ
correspond également à un domaine fondamental.

Nous visualiserons alors Γ\H comme partie de H à partir du polygone hyperbolique F . L’action
de Γ ainsi décrite donne lieu à la notion de forme modulaire :
Définition 1.2. Formes modulaires

Une forme modulaire de poids k ∈ N est une fonction f : H → C holomorphe (y compris
en +∞) telle que :

∀γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ,∀z ∈ H, f(γ · z) = (cz + d)kf(z)

On note Mk(Γ) l’espace vectoriel de ces formes.

Remarques :
• Au rôle du poids près, cette notion correspond à une forme d’invariance selon l’action du

groupe modulaire sur H.
• Pour le choix de k impair et γ = −I2, nous obtenons Mk(Γ) = {0}. Nous fixons donc

pour la suite k pair.
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Figure 1 – Domaines fondamentaux des groupes Γ∞ et Γ

• Toute forme modulaire f est 1-périodique et admet donc un développement en série
de Fourier. Il s’agit du développement en série de Laurent de g holomorphe sur le disque
unité épointé vérifiant f = g ◦ e. La condition d’holomorphie en +∞ se reformule ainsi
comme l’holomorphie de g en 0. On dispose alors pour f du développement en série de
Fourier :

∀z ∈ H, f(z) =
+∞∑
n=0

af (n)e(nz)

Définition 1.3. Formes cuspidales
Une forme modulaire de poids k et de coefficient constant nul est appelée forme cuspidale
de poids k. On note leur espace :

Sk(Γ) = {f ∈ Mk(Γ) | af (0) = 0}

Remarques :
• Cusp est à traduire de l’anglais par pointe. Une forme cuspidale est donc une forme

modulaire nulle en la pointe du groupe modulaire i.e. en "le point +∞ de F hors de H".
• Les formes cuspidales disposent alors de la propriété intéressante de décroissance expo-

nentielle en +∞ : f(z) =
y→+∞

O(e−2πy) si z = x+ iy.

Définition 1.4. Structure hilbertienne
Sk(Γ) est muni d’une structure d’espace de Hilbert par le produit scalaire :

∀(f, g) ∈ Sk(Γ), ⟨f, g⟩ =
∫
F
f(z)yk/2g(z)yk/2

dxdy

y2

Remarques :
• La mesure dxdy

y2
à densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur H est appelée mesure

hyperbolique, elle est en particulier invariante sous l’action du groupe modulaire.
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• La convergence absolue de l’intégrale considérée est liée aux propriétés de décroissance
en +∞ des formes cuspidales.

• Nous pouvons montrer par les propriétés d’invariance des formes cuspidales que l’intégrale
ne dépend pas du domaine fondamental choisi. Nous pourrions ainsi faire de Γ\H une
surface de Riemann et intégrer sur cet espace pour définir la même structure.

Nous sommes désormais à même de construire des formes modulaires et cuspidales en moyen-
nant astucieusement sur Γ. Remarquons que pour garantir plus facilement la convergence des
sommes que nous considérons, nous moyennons plutôt sur le groupe modulaire modulo Γ∞,
quitte à appliquer notre méthode à des fonctions déjà périodiques pour Γ∞ (i.e. 1-périodiques).
Les séries de Poincaré que nous définissons vont jouer un rôle précieux vis-à-vis du produit
scalaire que nous venons de construire.
Définition - Proposition 1.5. Séries de Poincaré

Supposons k > 2. Soit m ∈ N. La relation :

∀z ∈ H, Pm(z) =
∑

γ∈Γ∞\Γ

e(m(γ · z))
(cz + d)k

définit correctement une application holomorphe Pm : H → C, appelée me série de Poincaré.
Pm est alors une forme modulaire de poids k.

Eléments de preuve. S’assurer de la définition correcte et indépendante d’un choix de représen-
tants, puis exploiter les propriétés du facteur d’automorphie cz + d (se référer à [Iwa97], §3.1,
proposition 3.1).

Remarques :

• La condition k > 2 assure la convergence absolue de la série.
• Pour m = 0, nous montrons que l’on retrouve à un facteur multiplicatif près la série

d’Eisenstein qui constitue l’un des coefficients – vu comme fonction du réseau associé
– du développement en série de Laurent de la fonction ℘ de Weierstrass. Nous rappelons
que P0 admet un coefficient de Fourier d’indice 0 non nul.

• Le calcul (5) des coefficients de Fourier des séries de Poincaré pour m ≥ 1 justifiera qu’il
s’agit de formes cuspidales. Nous utiliserons ce fait dans cette section.

Théorème 1.6. Séries de Poincaré comme projecteurs
Soient m ∈ N∗ et f ∈ Sk(Γ) avec k > 2.

Si f(z) =
+∞∑
n=0

af (n)e(nz) pour tout z ∈ H, alors :

⟨f, Pm⟩ =
Γ(k − 1)

(4πm)k−1
af (m)

Eléments de preuve. Elle illustre la méthode élégante de "dépliage" ou "unfolding" du domaine
fondamental F (consulter [Iwa97], §3.3, théorème 3.3).

Remarque :

• On déduit comme première conséquence de cette propriété remarquable des séries de
Poincaré cuspidales qu’elles engendrent l’espace Sk(Γ).
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Nous pouvons de plus montrer qu’il s’agit d’un espace de dimension finie. La formule
suivante renseigne en effet sur des propriétés restrictives des formes modulaires, justifiant qu’il
en existe peu.
Théorème 1.7.

Soit f ∈ Mk(Γ) tel que f ̸= 0.

ordf (+∞) +
∑

w∈Γ\H

ordf (w)

n(w)
=

k

12
, avec n(w) =


3 si w ∼ j

2 si w ∼ i

1 sinon

où ordf (w) est indépendant du choix d’un représentant de la classe de w modulo Γ

Eléments de preuve. Il s’agit d’une application du théorème des résidus pour un contour s’ap-
prochant du bord du domaine fondamental F . Les invariances de f et le rôle particulier joué
par les sommets hyperboliques i et j du domaine fondamental permettent d’aboutir à la for-
mule précédente. Le coefficient 1

12
peut être relié à la géométrie F (voir [Iwa97], §1.5, théorème

1.3).

La finitude de la dimension des espaces Mk(Γ) et Sk(Γ) peut alors être prouvée par récurrence
– par exemple M0(Γ) = C. Il est même possible de déduire une formule explicite pour leur
dimension ([Zag08], §1.2, corollaire 1 ; [Iwa97], §1.6, théorème 1.4) en reconstituant Mk(Γ) à
partir de produits de séries d’Eisenstein de poids bien choisis.

1.2 Opérateurs et formes propres de Hecke

Nous comprenons désormais l’intérêt des coefficients de Fourier des formes modulaires. Pour
faire émerger des formes cuspidales dont ces coefficients vérifieraient des propriétés de bon
comportement – comme la multiplicativité –, nous introduisons les opérateurs de Hecke. Nous
considérons toujours k > 2 pair.
Définition 1.8. Opérateurs de Hecke

Soit n ∈ N∗. Le ne opérateur de Hecke Tn est :

Tn : Mk(Γ) → Mk(Γ)

f 7→

z 7→ n
k−1
2

∑
γ∈Γ\M(n)

f(γ · z)
(cz + d)k


où Γ agit par multiplication à gauche sur M(n) =

{(
a b
c d

) ∣∣∣∣ ad− bc = n

}
Remarques :

• Le facteur de normalisation n
k−1
2 est parfois omis, il prendra sens par la suite.

• L’expression sommée est indépendante d’un choix de représentant d’une orbite de M(n)
sous l’action du groupe modulaire, par les propriétés de modularité. Un système de re-
présentants judicieux ([Iwa97], §6.2, lemme 6.1) est :

∆n =

{(
a b
0 d

) ∣∣∣∣ d ∈ N∗, ad = n, b ∈ [[0, d− 1]]

}
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• En particulier, la somme définissant Tn est finie, Tn(f) est holomorphe sur H et vérifie
les propriétés d’invariance souhaitées – grâce à une propriété de permutation de produit
(donnée par [Iwa97], §6.2, relation (6.7)). La propriété d’holomorphie en +∞ est à justifier
et se déduit du théorème suivant.

Proposition 1.9. Développement en série de Fourier de Tn(f )
Soit f ∈ Mk(Γ).
Tn(f) admet pour développement en série de Fourier :

∀z ∈ H, Tn(f)(z) =
+∞∑
m=0

aTn(f)(m)e(mz)

avec : ∀m ∈ N, aTn(f)(m) =
1

n
k−1
2

∑
d|m∧n

dk−1af

(mn

d2

)

Eléments de preuve. Remplacer f par son développement en série de Fourier dans la définition
de Tn avec ∆n puis sommer astucieusement (voir [Iwa97], §6.3, proposition 6.3).

Remarque :

• En particulier aTn(f)(0) =

 1

n
k−1
2

∑
d|n

dk−1

 af (0) donc Tn induit un opérateur sur Sk(Γ).

Nous le considérerons dorénavant comme défini sur cet espace.

L’intérêt majeur des opérateurs de Hecke réside dans la possibilité de les diagonaliser simulta-
nément.
Théorème 1.10. Les Tn commutent deux à deux

∀(m,n) ∈ (N∗)2, Tm ◦ Tn =
∑
d|m∧n

Tmn
d2

Eléments de preuve. Identifier les coefficients de Fourier par le théorème précédent (ou suivre
[Iwa97], §6.3, théorème 6.6).

En particulier :

pour tous m ∧ n = 1 : Tmn = Tm ◦ Tn

pour tous p premier et α ∈ N∗ : Tpα+1 = TpαTp − Tpα−1

(1)

Théorème 1.11.
(Tn)n∈N∗ est une famille d’opérateurs autoadjoints de (Sk(Γ), ⟨·, ·⟩).

Eléments de preuve. Prouver le résultat en se restreignant aux séries de Poincaré car elles se
comportent bien vis-à-vis des Tn (consulter [Iwa97], §6.4, théorème 6.12).

Nous déduisons des deux théorèmes précédents l’existence d’une base orthogonale B de
codiagonalisation des opérateurs de Hecke.
Pour f ∈ B et n ∈ N∗, on note Tn(f) = λf (n)f .
Ainsi, par 1.9 : af (n) = n

k−1
2 af (1)λf (n) et f ̸= 0 donc af (1) ̸= 0, ce qui donne lieu à la

normalisation :
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Définition 1.12. Formes propres de Hecke
Une fonction propre f ∈ Sk(Γ) de tous les opérateurs de Hecke vérifiant af (1) = 1 est appelée
forme propre de Hecke. On note Hk(Γ) l’ensemble de ces formes.

Pour f ∈ Hk(Γ), on déduit de 1.9 et (1) :

pour tout n ∈ N∗ : af(n) = n
k−1
2 λf(n) (2)

pour tous m ∧ n = 1 : λf(mn) = λf(m)λf(n) (3)
pour tous p premier et α ∈ N∗ : λf(p

α+1) = λf(p
α)λf(p)− λf(p

α−1) (4)

Remarque :
• Une forme propre de Hecke est caractérisée par (λf (n))n∈N∗ – en fait (λf (p))p∈P – et

l’on peut en déduire que Hk(Γ) est une base orthogonale de Sk(Γ), obtenue par
normalisation des éléments de B. C’est en particulier un ensemble fini.

2 Fonctions L et conjecture de densité

2.1 Fonctions L de Hecke

Par leur définition, les formes propres de Hecke peuvent être associées à des séries de Dirichlet
aux propriétés riches.
Définition 2.1. Fonctions L de Hecke

Soit f ∈ Hk(Γ). La fonction L de Hecke associée à f est la série de Dirichlet de coefficients
(λf (n))n∈N∗ :

L(s, f) =
+∞∑
n=1

λf (n)

ns

Remarques :
• Par la formule de Parseval ([ILS99], §5.1, relation (5.7)), nous montrons avec (2) :

λf (n) =
n→+∞

O(
√
n)

• En particulier, la série de Dirichlet définissant L(·, f) converge normalement sur tout
compact du demi-plan {s ∈ C |Re(s) > 3

2
}.

Proposition 2.2. Produit eulérien
Soit f ∈ Hk(Γ). Pour Re(s) > 3

2
:

L(s, f) =
∏
p∈P

Lp(s, f)

avec Lp(s, f) = (1− λf(p)p
−s + p−2s)−1, le produit infini étant convergent.

Preuve. Au-delà de l’abscisse de convergence absolue, la multiplicativité (3) des λf (n) conduit
à l’expression :

L(s, f) =
∏
p∈P

(
+∞∑
α=0

λf (p
α)p−αs

)
et on déduit de la relation de récurrence d’ordre 2 (4) et de λf (1) = 1 l’expression des fonctions
Lp(·, f).

7



Proposition 2.3. Prolongement analytique et équation fonctionnelle
Définissons la fonction L∞ – dépendant uniquement de k – méromorphe sur C par :

L∞(s) =
1

(2π)s
Γ

(
s+

k − 1

2

)
=

√
2k

8π

1

πs
Γ

(
s

2
+

k − 1

4

)
Γ

(
s

2
+

k + 1

4

)
selon la formule de duplication de la fonction Γ.
Soit f ∈ Hk(Γ). Λ(·, f) : s 7→ Λ(s, f) = L∞(s)L(s, f) admet un prolongement analy-
tique sur C vérifiant :

∀s ∈ C, Λ(s, f) = ikΛ(1− s, f)

Preuve. Pour Re(s) > 3
2

et n ∈ N∗, par le changement de variable u = t
2πn

:

λf (n)

(2πn)s
Γ

(
s+

k − 1

2

)
=

af (n)

(2πn)s+
k−1
2

∫ +∞

0

ts+
k−1
2

−1e−tdt

=

∫ +∞

0

us+ k−1
2

−1(an(f)e
−2πnu)du

si bien qu’en sommant sur n ∈ N∗, par le théorème d’intégration terme à terme :

Λ(s, f) =

∫ +∞

0

us+ k−1
2

−1

(
+∞∑
n=1

an(f)e
−2πnu

)
du =

∫ +∞

0

us+ k−1
2

−1f(iu)du

sur le demi-plan {Re(s) > 3
2
} et nous vérifions que cette dernière expression intégrale définit une

fonction holomorphe sur C, par décroissance exponentielle de f en +∞. L’équation fonctionnelle
est obtenue par le changement de variable v = 1

u
en rappelant que f( i

v
) = (iv)kf(iv) par

modularité.

2.2 Formule explicite et conjecture

Nous proposons d’étudier la répartition des zéros des fonctions L introduites plus haut en
choisissant une fonction test ϕ et des normalisations facilitant nos manipulations.
Soit ϕ ∈ S(R) paire dont la transformée de Fourier ϕ̂ est à support compact. Sous ces
hypothèses, nous pouvons considérer ϕ comme une fonction entière via la transformée de
Fourier inverse de ϕ̂, définie sur C et égale à ϕ sur R.
Pour convenir d’une normalisation cohérente pour toute forme propre de Hecke, nous fixons
R : f 7→ R(f) > 1. R renseignera sur l’écart moyen entre deux zéros consécutifs de L(·, f).
Nous parlerons de conducteur et déterminerons a posteriori un choix approprié de R, dont
on omettra régulièrement la dépendance en f .
Définition 2.4. Densité

Nous notons pour f ∈ Hk(Γ) et ϕ vérifiant les conditions précédentes :

D(f, ϕ) =
∑
ρ zéro

de Λ(·,f)

ϕ

((
ρ− 1

2

)
logR(f)

2iπ

)

Remarques :

• Par convention, les zéros de Λ sont comptés avec multiplicité dans la somme précédente.
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• La définition correcte de D(f, ϕ) est liée aux propriétés des objets considérés, c’est une
conséquence du résultat suivant.

• La fonction Γ ne s’annulant jamais, D(f, ϕ) constitue bien l’indicateur de répartition de
zéros recherché, quitte à considérer le prolongement analytique de L(·, f).

• L’hypothèse de Riemann généralisée conjecture que les zéros de L(·, f) se trouvent sur la
droite de partie réelle 1

2
. Intuitivement, en pensant ϕ comme l’indicatrice 1[−1,1], D(f, ϕ)

compterait alors le nombre de zéros de L(·, f) proches de l’axe réel – et à l’échelle de 1
logR

–, des "petits zéros".

Proposition 2.5. Formule explicite 1
Dans le cadre précédent, il existe une fonction bornée ε : N × R → C dépendant seulement

de ϕ telle que, pour tout f ∈ Hk(Γ) :

D(f, ϕ) =
ϕ̂(0) log k2

logR
− 2

∑
p∈P

+∞∑
α=1

(
λf (p

α)− λf (p
α−2)

)̂
ϕ

(
α log p

logR

)
log p

pα/2 logR
+

ε(k,R)

logR

avec la convention λf (p
−1) = 0.

Un tel terme d’erreur sera noté O

(
1

logR

)
sans plus de précision par la suite.

Preuve.
Posons G : s 7→ ϕ

((
s− 1

2

)
logR
2iπ

)
et justifions : D(f, ϕ) =

1

2iπ

∫
(2)

2G(s)
Λ′(s, f)

Λ(s, f)
ds où nous

intégrons sur la droite de partie réelle 2.

Appliquons le théorème des résidus à la fonction méromorphe 2G
Λ′

Λ
sur

le contour γT ci-contre, où T > 0 est choisi pour éviter les zéros de Λ.
Notons que Λ est définie sur le segment Re(s) = 2 par le produit eulérien
convergent 2.2 et ne s’y annule donc pas. L’argument vaut également pour
Re(s) = −1 par l’équation fonctionnelle 2.3.

Notons Ih(T ) la contribution des segments horizontaux. Par les propriétés des résidus de la
dérivée logarithmique de Λ, nous déduisons en faisant apparaître la multiplicité m des zéros :

1

2iπ

∫ 2+iT

2−iT

2G(s)
Λ′(s, f)

Λ(s, f)
ds− 1

2iπ

∫ −1+iT

−1−iT

2G(s)
Λ′(s, f)

Λ(s, f)
ds+ Ih(T )

=
∑

|Im(ρ)|<T
Λ(ρ,f)=0

Res

(
ρ, 2G

Λ′

Λ

)
=

∑
|Im(ρ)|<T
Λ(ρ,f)=0

2m(ρ)G(ρ)

ϕ étant paire, l’équation fonctionnelle vérifiée par 2G
Λ′

Λ
avec le facteur −1 justifie que les deux

intégrales verticales sont égales :

1

2iπ

∫ 2+iT

2−iT

2G(s)
Λ′(s, f)

Λ(s, f)
ds+

Ih(T )

2
=

∑
|Im(ρ)|<T
Λ(ρ,f)=0

m(ρ)G(ρ)
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et l’égalité donnée plus haut est obtenue pour T → +∞ en vérifiant que l’intégrale converge (par
exemple par les manipulations ci-dessous) et que Ih(T ) → 0 en vertu des propriétés des fonctions
G et Γ. La somme D(f, ϕ) est ainsi à comprendre comme une limite pour |Im(ρ)| → +∞.

Par validité du produit eulérien définissant Λ :
Λ′

Λ
=
∑
p∈P

L′
p

Lp

+
L′
∞

L∞
. Nous calculons pour

Re(s) = 2 > 3
2
, en rappelant λf (n) =

n→+∞
O(

√
n) et (4) :

L′
p(s, f)

Lp(s, f)
= −(log p)

(
λf (p)p

−s − 2p−2s
) +∞∑

α=0

λf (p
α)p−αs

= −(log p)

(
λf (p)p

−s +
+∞∑
α=2

(
λf (p)λf (p

α−1)− 2λf (p
α−2)

)
p−αs

)

= −(log p)

(
λf (p)p

−s +
+∞∑
α=2

(
λf (p

α)− λf (p
α−2)

)
p−αs

)
En permutant sommes et intégrale par convergence dominée :∫

(2)

2G(s)
L′
p(s, f)

Lp(s, f)
ds = −2

∑
p∈P

(
+∞∑
α=1

(
λf (p

α)− λf (p
α−2)

)(∫
(2)

G(s)p−αsds

)
log p

)
La deuxième contribution de 2.5 est alors obtenue en décalant sans frais la droite d’intégration à
Re(s) = 1

2
– l’intégrande est holomorphe et décroît assez vite en +∞ – et en posant s = 1

2
+ 2iπ

logR
u

pour voir apparaître ϕ̂.
Par la seconde expression de L∞, il existe ε et ε̃ comme souhaitées telles que :∫

(2)

2G(s)
L′
∞

L∞
(s)ds =

1

2iπ

∫
(2)

G(s)

(
2 log

(
1

π

)
+

Γ′

Γ

(
s

2
+

k − 1

4

)
+

Γ′

Γ

(
s

2
+

k + 1

4

))
ds

=
ϕ̂(0)

logR
log

(
1

π2

(
k − 1

4

)(
k + 1

4

))
+

ε̃(k,R)

logR

=
ϕ̂(0) log k2

logR
+

ε(k,R)

logR

en effectuant le même changement de variable pour l’intégrale calculée sur la droite Re(s) = 1
2

et en admettant les propriétés de Ψ = Γ′

Γ
données par [ILS99] (§4, voir (4.14) et (4.15)).

Proposition 2.6. Formule explicite 2
Dans le cadre précédent :

D(f, ϕ) =
ϕ̂(0) log k2

logR
+

1

2
ϕ(0)− 2

∑
p∈P

+∞∑
α=1

λf (p
α)̂ϕ

(
α log p

logR

)
log p

pα/2 logR

+ 2
∑
p∈P

+∞∑
α=3

λf (p
α−2)̂ϕ

(
α log p

logR

)
log p

pα/2 logR
+O

(
1

logR

)

Preuve. Supposons ϕ̂ à support dans [−δ, δ]. A partir de la formule explicite 2.5, nous devons
justifier (cas α = 2) :

h(R) :=
∑

p≤Rδ/2

p∈P

2 log p

p logR
ϕ̂

(
2 log p

logR

)
=

1

2
ϕ(0) +O

(
1

logR

)
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ϕ étant paire, ϕ̂ l’est aussi donc
1

2
ϕ(0) =

1

2

∫ δ

−δ

ϕ̂ =

∫ δ

0

ϕ̂. En suivant [Les21] (§5.3.2), une

transformation d’Abel conduit à :

h(R) = − 2

logR

∫ Rδ/2

1

∑
p≤t
p∈P

log p

p

 ∂t̂ϕ

(
2 log t

logR

)
dt

= − 2

logR

∫ Rδ/2

1

(log t)∂t̂ϕ

(
2 log t

logR

)
dt+O

(
1

logR

)
par le premier théorème de Mertens, ϕ̂ étant à support compact

=
2

logR

∫ Rδ/2

1

ϕ̂

(
2 log t

logR

)
dt

t
+O

(
1

logR

)
par intégration par parties

=

∫ δ

0

ϕ̂(u)du+O

(
1

logR

)
en posant enfin u =

2 log t

logR
.

Remarque :

• Pour voir émerger une répartition limite lorsque k → +∞, le choix de R(f) = Ck2 pour
une constante C > 0 quelconque semble approprié. On appellera cf = k2 le conducteur
de f . Remarquons que R dépend alors seulement du poids de f .

Nous pouvons désormais formuler une conjecture relative au comportement asymptotique de
la répartition moyenne des zéros des fonctions L de Hecke de poids k donné, lorsque ce dernier
tend vers +∞. Elle revient à considérer comme négligeables les contributions des sommes sur
p ∈ P de 2.6 dans cette limite.
Conjecture 2.7. Répartition limite des zéros de fonctions L de Hecke

Notons dW = dλ+
1

2
δ0. Pour les choix de ϕ et R précédents :

1

|Hk(Γ)|
∑

f∈Hk(Γ)

D(f, ϕ) −−−−→
k→+∞
k pair

∫
R
ϕ(x)dW (x)

Remarque :

• dW dépend du groupe modulaire au travers de son "groupe de symétrie" On(R). On
peut étudier cette dépendance en déterminant dW pour d’autres sous-groupes discrets de
SL2(R) ([ILS99], §1, (1.10) à (1.12)).

3 Formule des traces de Petersson
Estimer les contributions restantes dans la formule 2.6 revient à calculer la trace d’opéra-

teurs de Hecke d’indice une certaine puissance d’un nombre premier. La formule des traces de
Petersson permet essentiellement d’atteindre cet objectif, à certains poids près.
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3.1 La formule des traces

Nous commençons par déterminer les coefficients de Fourier des séries de Poincaré. La somme
1.5 peut être ordonnée astucieusement par une nouvelle partition du groupe modulaire :
Lemme 3.1. Décomposition en doubles classes

Le groupe modulaire Γ s’écrit comme la réunion disjointe :

Γ = Γ∞ ⊔

⊔
c∈N∗

⊔
d∈[[0,c−1]]
d∧c=1

Γ∞

(
∗ ∗
c d

)
Γ∞


où chaque double classe est déterminée uniquement par la ligne inférieure d’un représentant
choisi.

Eléments de preuve. Il s’agit de manipulations matricielles ([Iwa97], §2.5, proposition 2.5 en
choisissant a = b = +∞ et σa = σb = I2).

Nous calculons ainsi pour m ∈ N∗ et z ∈ H :

Pm(z) =
∑

γ∈Γ∞\Γ

e(m(γ · z))
(cz + d)k

=
∑

γ∈Γ∞\Γ/Γ∞

(∑
n∈Z

fc,d,z(n)

)

où les fonctions fc,d,z : u 7→
e
(
m
(

a
c
− 1

c(c(z+u)+d)

))
(c(z + u) + d)k

sont définies à partir d’un inverse a de

d mod c. Leur décroissance étant suffisamment rapide, nous leur appliquons la formule som-
matoire de Poisson et grâce au lemme précédent :

Pm(z) = e(mz) +
∑
c∈N∗

∑
d∈[[0,c−1]]
d∧c=1

(∑
n∈Z

f̂c,d,z(n)

)

Un calcul de [Iwa97] (§3.2) mène à l’expression :

Pm(z) = e(mz) +
+∞∑
n=1

(
2π

ik

( n

m

) k−1
2

(∑
c∈N∗

S(m,n; c)

c
Jk−1

(
4π

√
mn

c

))
e(nz)

)
(5)

Il s’agit du développement en série de Fourier d’une série de Poincaré, faisant apparaître à la
fois la fonction de Bessel Jk−1 et des sommes de Kloosterman, définies pour (m,n, c) ∈
N2 × N∗ par :

S(m,n; c) =
∑

d∈[[0,c−1]]
d∧c=1

e

(
ma+ nd

c

)
où a désigne encore une fois un inverse quelconque de d mod c. Remarquons que cette expression
justifie le caractère cuspidal des séries de Poincaré d’indice m ≥ 1.
Nous déduisons :
Théorème 3.2. Formule des traces de Petersson

Soit B une base orthonormale de Sk(Γ). Soit (m,n) ∈ (N∗)2.

Γ(k − 1)

(4π
√
mn)k−1

∑
f∈B

af (m)af (n) = δm,n +
2π

ik

∑
c∈N∗

S(m,n; c)

c
Jk−1

(
4π

√
mn

c

)
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Preuve. Par 1.6 : ⟨Pn, Pm⟩ =
Γ(k − 1)

(4πm)k−1
aPn(m).

Décomposons par exemple Pm dans la base B :

Pm =
∑
f∈B

⟨f, Pm⟩f =
∑
f∈B

Γ(k − 1)

(4πm)k−1
af (m)f

Un nouveau calcul de ⟨Pm, Pn⟩ à partir des décompositions des deux séries de Poincaré et la
connaissance de (5) permettent de conclure.

3.2 Application au résultat de densité

A priori, les formes propres de Hecke ne sont pas unitaires pour le produit scalaire de Sk(Γ).
En normalisant la base orthogonale Hk(Γ), la formule des traces de Petersson pour les choix de
m = pα (p premier, α ∈ N∗) et n = 1 s’écrit :

∑
f∈Hk(Γ)

ωfλf (p
α) =

2π

ik

∑
c∈N∗

S(pα, 1; c)

c
Jk−1

(
4πpα/2

c

)
(6)

où ωf =
1

∥f∥2

Γ(k − 1)

(4π)k−1
dépend seulement de f grâce au facteur multiplicatif présent dans la

définition des opérateurs de Hecke. En comparant cette relation à la formule explicite 2.6, le
résultat de densité que la formule de Petersson nous permet de prouver devient :
Théorème 3.3. Densité des zéros de fonctions L de Hecke

Conservons les notations de 2.7. Supposons que ϕ̂ soit à support contenu dans [−δ, δ] pour
δ > 0. Rappelons que dW = dλ+ 1

2
δ0. Si δ ≤ 1, alors :∑

f∈Hk(Γ)

ωfD(f, ϕ) −−−−→
k→+∞
k pair

∫
R
ϕ(x)dW (x)

Remarque :

• La condition sur le support de ϕ̂ réduit la possibilité d’une connaissance fine de la ré-
partition des zéros étudiés. En effet, elle correspond intuitivement à une fonction ϕ peu
localisée (principe d’incertitude de Heisenberg).

La preuve consiste à majorer efficacement les différentes quantités de (6).
Proposition 3.4. Estimation des fonctions de Bessel

Il existe M > 0 tel que :

∀k ∈ [[2,+∞[[, ∀x ∈
[
0,

k

3

]
, |Jk−1(x)| ≤ M2−kx

Eléments de preuve. Estimer la fonction de Bessel par le premier terme de son développement

en série entière (alternée) Jl(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n!(n+ l)!

(x
2

)l+2n

puis utiliser la formule de Stirling.
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Proposition 3.5. Estimation des sommes de Kloosterman
Soient p et q premiers distincts et α ∈ N∗. On a :

|S(pα, 1; q)| ≤ 2q3/4

Par des propriétés de multiplicativité des sommes de Kloosterman et une majoration analogue
pour qβ avec β ≥ 2, on en déduit :

∀ε > 0, S(pα, 1; c) =
c→+∞

O(c3/4+ε)

en précisant que la constante implicite est indépendante de p et de α.

Eléments de preuve. Nous présentons les grandes idées de la preuve historique de Kloosterman,
dite du quatrième moment. Les sommes de Kloosterman étant réelles, nous pouvons écrire :

S(pα, 1; q)4 ≤
q−1∑
a=1

a∧q=1

S(a, 1; q)4

Le résultat est ensuite obtenu en développant cette dernière somme et en simplifiant des sommes
de racines de l’unité, que nous avons fait apparaître, pour conserver des sommes sur des para-
mètres solutions de systèmes de congruence dont on estime le nombre.
La deuxième remarque, non triviale, est justifiée dans [Iwa97] (§4.3, formule (4.12) et corollaire
4.4).

Nous améliorons enfin notre première estimation de λf (n) pour contrôler plus rapidement cer-
taines des sommes de 2.6.
Proposition 3.6. Estimation des valeurs propres

Pour tout ε > 0 :
λf (n) =

n→+∞
O(n1/4+ε)

Eléments de preuve. Consulter [Iwa97] (§5.2, estimation (5.19)) s’appuyant sur la formule de
Petersson relative à des groupes de congruence de niveaux bien choisis, non évoqués dans ce
rapport.

Eléments de preuve du théorème 3.3. A partir de 2.6, combiner les deux premières estimations
avec la formule des traces de Petersson (6) pour α ≤ 4. Le domaine de validité de 3.4 impose
une limitation du support de ϕ̂ pour sélectionner les valeurs de p : on trouve 12πRδ/2 ≤ k,
compatible avec δ ≤ 1 et R = 1

(12π)2
k2. Enfin, la contribution α ≥ 5 est traitée rapidement par

l’estimation des valeurs propres en reconnaissant la somme d’une série convergente.

Remarques :

• Les estimations précédentes justifient la pertinence de la moyenne pondérée par les poids
ωf car elles prouvent (avec l’analogue de (6) pour α = 0) :∑

f∈Hk(Γ)

ωf −−−−→
k→+∞
k pair

1

• Nous avons choisi au cours de ce rapport d’utiliser exclusivement des résultats pouvant
être prouvés à partir d’outils relativement élémentaires. Les estimations sur lesquelles nous
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nous sommes appuyés peuvent être grandement améliorées en exploitant des théorèmes
profonds décrivant des variétés algébriques sur des corps finis :

S(pα,1; c) =
c→+∞

O(c1/2+ε) pour tout ε > 0 (Weil, 1948)

|λf(p)| ≤ 2 pour tout p ∈ P (Deligne, 1974)

• L’hypothèse de Riemann généralisée permet de prouver la conjecture de densité initiale
par la formule de Petersson pour la même condition sur le support de ϕ̂ (δ = 1) – voir
[ILS99], §5. Celle-ci peut être élargie à δ = 2 en moyennant sur des formes propres
de Hecke de poids variables ([ILS99], §8). La formule des traces d’Eichler-Selberg est
un autre moyen pour parvenir à ce type de résultats ([Rud90], chapitre I). Notons que
l’agrandissement du support valable de ϕ̂ est encore l’enjeu de recherches actuelles.
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