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Formes modulaires et petits zéros de fonctions L

Introduction

Avant de commencer, je tiens a remercier Didier Lesesvre qui m’a fait découvrir toute une
branche de la recherche mathématique moderne sur les formes automorphes, et qui m’a aussi permis
d’encadrer et d’animer des activités pour des stagiaires de 2nde pendant une petite semaine.

Je voudrais aussi saluer mon camarade Samuel Fillit qui m’a accompagné tout au long de ce stage.
Nous étions tout les deux sous la direction de Didier Lesesvre et avons travaillé sur le méme théme.
Toutefois, nos hypothéses et outils différent, aboutissant donc a deux résultats complémentaires.

Ce stage portait sur la densité des zéros, proche de axe réel, des fonctions L associées a certaines
formes modulaires. Plus précisement, nous cherchions une distribution W telle que :

1 Feo
WZD(fa 9) R ¢(x)W (z)dx
fer >

ou F est une famille de formes modulaires et D(f, ¢) est une densité de zéros de f, associée a ¢.

L’article [1] principal sur lequel s’est appuyé ce stage fait appel aux conjectures de Weil et admet
I’hypothése de Riemann généralisée. Un objectif de ce stage était d’arriver & une démonstration
auto-contenue sans de telles considérations quitte a diminuer ’envergure du théoréme final.
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Formes modulaires et petits zéros de fonctions L

1 Demi plan de Poincaré et formes modulaires

1.1 Demi-Plan de Poincaré et Transformations de Mobius

Le demi-plan supérieur, aussi appelé demi-plan de Poincaré, est ’ensemble des complexes de
partie imaginaire strictement positive :

H={z€C, S(z) >0}

Le groupe spécial linéaire SLy (R) agit sur H par transformation de Mébius :

b
'y:(a b):H—)H, zr—>7z:az+

c d cz+d
Cette action motive la définition suivante :

Définition 1. FEtant donné un sous groupe I' < SL, (R) discret, un domaine fondamental de T’
est un ouvert F C H tel que

o Deux points de F ne sont pas I'-équivalents.

o Tout point de H est I'-équivalent a un point de F.

Voici deux exemples qui nous seront utiles par la suite :

Proposition 1. Les ensembles

Foo ={z € H, |R(2)| <1} et  F={zeH,|z| >1, |R(2)| <1}

sont des domaines fondamentauz de T = {(1 n) , N E Z} =(z—z+1)et'=SLy (Z)

respectivement. 01

Y Y
21 ‘FOO 21 ‘F
1.5 ¢ 1.5
0.5 | SO05
- S N Ly
—1.5 -1 —-0.5 0.5 1 1.5 —-1.5 -1 —0.5 05 1 1.5
FIGURE 1 — Domaine fondamental de ', FIGURE 2 — Domaine fondamental de SL, (Z)

Nous allons tout particuliérement nous intéresser au groupe modulaire SLj (Z). Dans toute la suite
nous noterons I' = SLy (Z).
On remarque que I' est engendré par deux transformations : T': z+— z+1et S:z— —1/z.

2



Formes modulaires et petits zéros de fonctions L

1.2 Formes modulaires

On voudrait maintenant travailler avec des fonctions holomorphes sur H qui vérifient une certaine
invariance par rapport a ’action de I' = SLy (R) sur H. Malheureusement il n’existe pas de fonction
holomorphe non triviale telle que f(vyz) = f(z). Pour remédier a cela nous allons tordre cette
relation :

Définition 2. Soit f une fonction holomorphe sur H, on dit que f est une forme modulaire de
poids k € 7 si f est holomoprhe en oo et vérifie

f(y2) = (cz + d)¥ f(2) pour tout y = (Z Z) el et zeH (1)

11 - .
g 1) on remarque que f est 1-périodique, donc admet un developpement de Fourier :
f(z) =3,z ap(n)e*™=. L’hypotheése f holomorphe en oo impose ap(n) =0 pour n <0, i.e. :

f(z) = ag(n)e(nz) ou e(z) = "™ (2)

n>0

Avec v =

Nous notons My, (I') Uespace vectoriel des formes modulaires de poids k.

Remarque. Pour k impair et 7 = id on obtient f(z) = —f(z), et donc f nulle. Dans la suite on
supposera toujours k pair.

Nous nous intéresserons en particulier aux formes modulaires qui s’annulent A la pointe oco.

Définition 3. Une forme cuspidale est une forme modulaire f € My, (I') qui s’annule & la pointe
(cusp). Autrement dit, telle que f(oc0) = as(0) = 0.
On note Sy, (I') Uespace vectoriel des formes cuspidales.

Théoréme 1. L’espace My, (T') est de dimension finie, en effet :

i (M () = { { j +1 zininz 1

Sl Sl

k
Corollaire 1. On déduit ’équivalent suivant : dim (S (I')) ~ —
k—+oo 12
Remarque. dim(Mjy, (I')) = 0 pour k < 0, dans la suite on supposera k > 0.

Preuve. Le résultat énoncé découle essentiellement de la formule suivante : Si f est une forme
modulaire non nulle de poids k& alors

> =eh_2 5)

PeT\HU {0} np 12
3 st P~w
ounp=+<2 si P~z
1 sinon

/
Pour démontrer cette formule on intégre — sur le bord du domaine fondamental :

f
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. i On applique le théoréme des résidus :
S(z)=Y

» Les poles (e sur Fig3) sont exactement les

zéros de f.

» Des zéros sur le bords du domaine peuvent
. étre équivalents, il ne faut les compter qu’une
fois (e sur Fig3).
» i et {w, w+ 1} (e sur Fig3d) jouent des roles
particuliers : ils sont stables par S : z — —1/z.

» Les intégrales verticales se compensent car
f est 1-périodique.
» L’intégrale horizontale donne le terme

7 ords(f) quand Y — +o0.
w .\/’/i/\\)\.w +1 » Pour l'intégrale sur 'arc de cercle, la trans-
formation S : z — —1/z permet de réduire le

calcul & Parc entre w et ¢ qui correspond a -+

12
FI1GURE 3 — Contour d’intégration eme du cercle unité.

Les derniers détails de la démonstration peuvent se trouver dans [2|. Une démonstration par
récurrence du méme résultat est aussi proposée dans [3].

1.3 Exemple : Séries de Poincaré

Dans cette section, nous allons contruire nos premiers exemples de formes modulaires de poids
k > 2 : les séries de Poincaré. Une maniére naturelle de les introduire est de remarquer que la
transformation (1) se réécrit de la maniére suivante :

1 a b

—_— = our tout vy = el 6
F02) e = 1) pourvout 2 = (& 1) )
Pour construire une telle fonction f invariante, une bonne idée est de moyenner sur le groupe I'.
Pour cela on se donne une fonction holomorphe quelconque p : H — H et on définit

1
f(z) = ;p(vz)m Sous de bonnes conditions, f est holomorphe sur H et vérifie (1).

Malheureusement, une somme sur tout le groupe I' rend la convergence difficile. On demande alors
a la fonction p de déja vérifier (1) sur un sous groupe IV < I'| ainsi une moyenne sur le quotient
I"\TI" suffit. Un sous groupe naturel de I' = SLy (Z) est I'oo = (2 — z + 1) le sous groupe des
translations. Les fonctions vérifiant (1) sur 'y, sont exactement les fonctions 1-périodiques.

Définition 4. Pour m € N, on définit la m® série de Poincaré par

Po(z) = Z\ % avec e(z) = ¢2m (7)

Cette série converge uniformément sur tous compacts de H pour k > 2.

Par construction, les séries de Poincaré sont bien des formes modulaires de poids £ > 2. En
plus d’avoir une définition trés naturelle, les séries de Poincaré jouent un role important dans la
compréhension de I'espace des formes cuspidales; c¢’est 'objet de la section suivante.

4
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2 Structure sur ’espace des formes cuspidales

2.1 Produit scalaire de Petersson

Afin de mieux comprendre les formes cuspidales, nous allons introduire une structure d’espace

de Hilbert sur S ().

Définition 5. Pour f,g € S (I') on définit le produit scalaire de Petersson :

(f.9) / f dmdy (8)

ot F est un domaine fondamental de I" et z = x + 1y

La mesure d;jg?y est la mesure hyperbolique sur H. Elle est invariante par les transformations de

Mébius. De plus, les fonctions f et g sont des formes modulaires, donc les expressions f(2)y*/? et
g(z)yk/ 2 sont aussi invariantes par transformation de Mébius. Ainsi, le choix du domaine fonda-
mental F n’importe pas, si bien que I’on notera parfois fF\H au lieu de ff.

Théoréme 2. Soit f(2) =) ., ar(n)e(nz) une forme cuspidale de poids k > 2. Alors pour tout
m>1 B

['(k—1)
(drm)k—1

{f, Prn) = ay(m) (9)

Corollaire 2. Les séries de Poincaré agissent comme des projecteurs sur les coefficients de Fou-
rier. En particulier, la famille (Py,)m>1 engendre l'espace des formes cuspidales Sy (T').

Remarque. Le fait que P, € Sy (I') pour m > 1 est un resultat que nous verrons plus tard
quand nous nous intéresserons au developpement de Fourier (30) des séries de Poincaré.

e(mryz) dxdy
(Z+d)r o2

Preuve. (f, P) = / fz

761"00\1"

: : B R zmzddy
—Z/ S(r)'f (v2)elmyz) =

= I(2)* zmdxdy
S /ﬁ () )etma)

YEL\I

La derniére égalité vient du fait que la mesure
hyperbolique est invariante par ’action de I'.

Pour continuer le calcul nous allons "déplier" le
domaine fondamental. Comme l'illustre la Fig4 :

Y AF=Fs (10)

YEL o \I

oo 1/2
Ainsi (f, Py,) = /o yh? < f(z)e(mz)dx) dy

—1/2
Le seul terme qui passe la moyenne sur x est ce-
lui en opposition de phase avec e(mz), ie ar(m).

FIGURE 4 — Dépliage du domaine fondamental
5
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2.2 Opérateurs de Hecke

On voudrait maintenant s’intéresser a des formes cuspidales avec des coefficients de Fourier qui
verifient certaines propriétés arithmétiques. On demandera par exemple une propriété de multipli-
cativité. Pour trouver ces formes particuliéres on définit les opérateurs de Hecke :

Définition 6 (opérateurs de Hecke). Pour m € N>y on définit le m® opérateur de Hecke

T + My (') = My (T) par :

Tu(f)z) =m= Y fly

’YEF\Mm

(11)

cz+d)

ot M,, est l’ensemble des matrices de déterminant m a coefficients entiers. I agit sur M,, par

multiplication & gauche, les propriétés de f mkontrent que cette définition est bien indépendante du
. . . —1 . . . . .

choix des représentants. La normalisation m 2 est la pour simplifier les écritures qui suivent.

Théoréme 3 (développement de Fourier). Soit f(z) =) - as(n)e(nz) € My (T')

L(f)(2) =Y | == Y. d7lay () | eln) (12)

n>0 m d|mAn

Corollaire 3. Sy (I') est stable par tous les T,,. Dans la suite nous nous intéresserons uniquement
a la restriction des opérateurs de Hecke sur Sy ().

Preuve. On vérifie que A,, = {(g Z

tant de I' ~ M,,,. On peut donc écrire :

T (f) Z Z f<az—|—b) (13)

ad=n (mod d)

) yad=n,d>0,0<b< d} est un systéme de représen-

On écrit alors le developpement de Fourier (2) de f, puis avec quelques manipulations d’indices
nous arrivons au résultat.

Théoréme 4. Les T, vérifient la relation :
T,,0T, = Z T% (14)
d|mAn

Corollaire 4. On déduit alors les propriétés suivantes importantes :

e Vm,n€Nsy, T,,0T,=T,0T, (15)
e Vm,ne€Nsy, nAm=1T,,=T,0°T, (16)
o Pour p premier et v > 2, T =T, 0T w1 — Ty (17)

Preuve. Le théoréme 4 découle de 'expression (13) et de quelques manipulations de somme. Le
détail des calculs peut se trouver dans [3].

Théoréme 5. Les opérateurs de Hecke sont auto-adjoints. Autrement dit :

Vi, g€S (), Ym>1, (Tnf, g) = {f, Tmg) (18)
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Preuve. Comme Sy, (I') est engendré par les séries de Poincaré, il nous suffit de regarder 'action
de T, sur les P, qui ont l'avantage d’étre trés explicites. En utilisant les expressions (7) et (14),
on montre que 1,,P,, = n'z Zd‘m/\n P%. En particulier, m%Tan = n%TmPn. De plus, le

théoréme 1 et le developpement (12) nous donne la relation m"z (T, f, P,.) =n"z (T),f, P,). Ces
deux relations combinées montrent alors (T,,P,, P,) = (P, T,,P).

2.3 Formes de Hecke

L’espace Sy (I') est un espace vectoriel de dimension finie. De plus, les relations (15) et (18)
montrent que les opérateurs T, commutent et sont auto-adjoints. Il existe donc une base B (or-
thogonale) qui diagonalise tous les T,,,. Pour f € B on notera A\¢(m) la valeur propre de f associée
au m® opérateur de Hecke, ie T,,(f) = Af(m)f. En regardant le premier coefficient de Fourier de

cette relation, on obtient :

) _ 5 (m)ay (1) (19)

n'z

Pour assurer que f # 01il est donc nécessaire que as(1) # 0. On est alors motivé par la normalisation
suivante :

Définition 7. On appelle forme de Hecke, une fonction propre f de tous les T,, avec as(1) = 1.
On note Hy, (I') une base de Si (I') constituée de formes de Hecke.

Proposition 2. Soit f € H;, ('), avec les relations (10) et (11) on déduit :
o (A\f(n))n>1 est multiplicative, ie Ap(nm) = Ap(n)As(m) simAn=1 (20)
o Pour p premier et v > 2, A\p(p®) = Ap(p)As(p*~) — A\p(p¥™2) (21)
Proposition 3. Pour tout f € S; ('), on a : ay(n) = O <n§>
Corollaire 5. Pour les formes [ de Hecke :
As(n) = O (i) (22)

Preuve. Soit f € S; (T), du fait que f est une forme modulaire de poids k, donc g : z +— f(2)y*/?

est invariante par l'action de I'" sur H. De plus cette fonction tend rapidement vers 0 quand
y = (2) = +oo car f est une forme cuspidale et donc décroit exponentiellement vers 0. Ainsi g
est bornée sur le domaine fondamental donné dans la proposition 1. On déduit alors :

|f(z)|§cy’k/2 Ve=x+iyeH

ott ¢ > 0 ne dépend que de f. En utilisant la représentation intégrale des coefficients de Fourier :
l .
as(n) = ezmy/ flz +iy)e ™ dx Yy >0
0

on aboutit au résultat avec y = 1/n. Le corollaire découle de (19).

Remarque. En 1974, Deligne démontra que A¢(p) < 2 comme conséquence de sa preuve des célébres
conjectures de Weil et de ’hypothése de Riemann sur les corps finis. Dans I'objectif de rester avec
des considérations élémentaires, nous n’utiliserons pas cette borne.
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3 Fonctions L et conjecture de densité

3.1 Fonctions L associées

Dans la section précédente nous avons construit des formes cuspidales avec d’importantes re-
lations entre leurs coefficients de Fourier. Ces relations sont suffisantes pour qu’on puisse leurs
associer des fonctions L.

Définition 8. Pour tout f € Hy (I') on définit la série de Dirichlet :

+oo
L. gy =y A (23)

D’apres (22), cette série converge absolument sur le demi-plan R(s) > 3/2 (en réalité elle converge
absolument pour R(s) > 1 par les bornes de Deligne).

Proposition 4. La série de Dirichlet (23) admet le produit Eulerien suivant :

ns pfs + p72s

Lis. fy =3 M) _ 1;[ — Af(p)l R(s) > 3/2 (24)

n=1

+o0 +o0
A Ar(pY
Preuve. La multiplicativité (20) assure la factorisation g Ar(n) = H E i )

n=1 e p v=0 pSU
Ar(p”) 1

+o0
La relation de récurrence d’ordre 2 (21) permet de calculer Z —— = —
~ p L= M(p)p—s+p

Proposition 5. L(s, f) posséde la représentation intégrale :

(27)~°T <s + %) L(s, f) = (2n)'T / it Fit)dt

0

Corollaire 6. On note A(s, f) = (2m) T (s + 52) L(s, f). La fonction A se prolonge holomor-

phiquement sur tout le plan complexe et vérifie I’équation fonctionnelle :

A(s, f) =i"A(1 — s, f) (25)

Preuve. On effectue le changement de variable t = 2mnu :
r (8 + %) = / Wt ety = (27m)s+k21/ potie e 2mnt gy
0 0

Avec (19) et la normalisation af(1) = 1, on déduit :

k-1

k—1 oy [T -
(2m)~°T <S + T) Af(n)n™ = (277)2/ t5+%af(n)e_2mtdt
0
En sommant sur n > 1 on obtient 'énoncé de la proposition.

La fonction f est une forme cuspidale, donc décroit exponentiellement en ioo. Donc l'intégrale
converge normalement sur tous compacts de C. On en déduit que A se prolonge de facon holomorphe
sur tout le plan complexe.

Enfin, la fonction f est une forme modulaire, donc vérifie en particulier : f(i/t) = (it)*f(it). Le
changement de variable ¢t — 1/t aboutit a I’équation fonctionelle.

8
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3.2 Conjecture de densité : Enoncé

Nous souhaitons maintenant déterminer la distribution des zéros de ces fonctions L. D’aprés le
produit Eulerien (24) et I’équation fonctionelle (25) on sait que L(s, f) # 0 pour R(s) > 3/2 et
R(s) < —1/2, nous laissant donc une bande d’incertitude —1/2 < R(s) < 3/2.

Remarque. La borne de Deligne réduit cette bande critique a 0 < R(s) < 1.

L’hypothése de Riemann généralisée (GRH) prédit que tous les zéros de L(s, f) se trouvent sur la
droite R(s) = 1/2.

Définition 9. Etant donné une fonction test ¢, on définit :

Z¢( 1/2 (R)) (26)

ot la somme parcourt les zéros p de L(s, ) comptés avec multiplicité. Par soucis de symétrie, on
demande aussi a ¢ d’étre pair.

Le terme p—1/2 permet de centrer I’é¢tude autour de 'axe de symétrie qu’est la droite R(s) = 1/2.
La normalisation par 2mi est la pour simplifier les notations dans les calculs qui suivront. On re-
marque en particulier que si GRH est vérifiée, le quotient des deux est réel.

On s’autorise aussi un facteur log(R) avec R qui dépend de k pour contrecarrer une déformation
des zéros qui a lieu lorsque le poids k est grand. Nous le verrons par le calcul, mais R = k? = ¢;
est le conducteur de f.

En pratique, pour des soucis de convergence, la fonction ¢ décroit rapidement vers 0, et dans
notre cas elle sera de classe de Schwarz. Ainsi D(f, ¢) mesure, pour ¢, la densité de zéros qui sont

1

éloignés d’au plus O | ——— | de 1/2 : ce sont les fameux petits zéros.
log(R)

La densité D(f,¢) reste encore trop difficile a étudier pour une forme f de Hecke isolée. Pour

espérer obtenir des informations, nous allons moyenner sur I’ensemble des formes de Hecke. Cette

idée donne lieu a la conjecture suivante :

Conjecture de densité. Pour toute fonction test ¢ de classe de Schwarz :

+oo

o L e [ e o

ou W(z) =1+ $00(x)

Remarque. Nous nous sommes penché quasi exclusivement sur le cas du groupe modulaire
I' = SL; (Z), la conjecture de densité s’étend au dela de ce cadre et propose d’autres distributions
W en fonction du groupe de symétrie considéré, cf [1].

La distribution W(z) = 1 + 1do(z) est réelle. Cette conjecture démontrerait donc I'hypothése
de Riemann en moyenne pour les fonctions de Hecke.
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3.3 Formule explicite

Dans 'objectif de démontrer une version faible de la conjecture de densité, nous aurons besoin
d’une approximation de D(f, ¢). Cette motivation donne lieu au théoréme suivant :

Théoréme 6 (Formule explicite) On a légalité suivante :

-~ log(k?) o 2 [ vlog(p) log(p)
D -2 )\ — Ar(p””
(:0)= S0y + 500 -2 T 00 -0 0 (Tt i
vlog(p) '\ _ log(p)
=23 ) A ( ) - +0 (28)
~ = log(R) ) p*/*log(R) log(R)
La somme Z parcourt les nombres premiers, tandis que é est la transformée de Fourier de o¢.
p
Prewve. On note Lu(s) — (2)~°T +k_1 ¢ L(s) ! les fact
reuve. On note Lo (s) = (27 s+——] e s) = es facteurs
2 P 1= Xe(p)p=+p~2
locaux de L(s, f), de telle sorte que A(s HL pour R(s) > 3/2.
—-1/2 N i r
Intégrons maintenant ¢ (S 5 / log(R)) X(S) Zéros de L(s, f)\ S(z) =Y
7TZ 1 1
sur le contour représenté sur la figure ci-contre : E 2 J £ E
Avec la parité de ¢ et I’équation (25) on montre : 11« |
e Les deux intégrales verticales sont égales. E X E .
e Les intégrales horizontales tendent vers 0. 11 E 015 1 E
I X I
Les poles de & sont exactement les zéros de Tl i E
L(s, f) (la fonction I ne s’annule pas). e o
=2 |
Ainsi, avec Y — 400, le théoréme des résidus : * :

nous donne : AN -/ Sk)=-Y
Bande critique

2 ( — Y 2log(R)) Yoas =30 (p — 1/ 210g(R)) —D(f,6)  (29)

2T Jo_ino 2mi 2mi

Il nous reste alors & étudier AK/ sur la droite 2 4+ ¢R. Sur cette droite, 'utilisation du produit
! L/ L/
Eulerien (24) est licite (2 > 3/2), nous pouvons donc écrire : X<S) = LOO (s) + Z L—p(s)
p
p
En estimant les différentes transformées de Mellin qui apparaissent suite a cette décomposition,
nous arrivons au résultat. En effet :

L ~o 2 1
e Le terme —=(s) fait apparaitre ¢(0) og (k) +0 ( )
/

Lo log(R) log(R)
e La relation de récurrence (7) d’odre 2 montre que les termes —(s) sont responsables de :
» ((log(p) \ _ log(p) - !
>—2X¢(p)o (log(R) P log (1) (terme initial).
1 1
> —2 Z Ar(p°) = Ar(pU™2)) o (i;;%g;) p”/;)i(g()R) (terme de récurrence).

v>2

10
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La normalisation A\(1) = 1 fait sortir une somme ZQAS ( du terme v = 2.

210g(p)> 2log(p)
log(R) ) plog(R)
(p)

Une sommation par parties et I’ approxunatlon de Mertens Z g_

monents Z¢<?1gg§z>) ) ety = 30+ (g )"

Cela achéve la démonstration. Le détail des calculs finaux peut se trouver dans [1].

= log(z) + O (1)

4 Formule des traces d’Eichler-Selberg

La formule explicite démontrée ci-dessus suggére le choix R = k2, ¢’est ce que nous supposerons
pour 1a suite Cette hypothése nous rapproche un peu plus de la conjecture de densité, en effet
$(0) = [o &(z) (1 + 1d(z)) dz. Il nous suffit alors de montrer que les sommes sur les A¢(p)
sont des termes d’erreurs. Pour étudier ces sommes nous avons choisi de moyenner sur f € Hy (I'),
ainsi nous sommes rammengés a regarder Y A¢(p?) = tr(T)

4.1 Formule des traces de Petersson

Pour aboutir & une formule explicite de tr(7},,) nous aurons besoin de plusieurs outils, notamment
du developpement de Fourier des séries de Poincaré :

Théoréme 7. Pour tout m > 1
+oo k—l +o00o
27 m n; c 4m/mn
) -y 35 (2 (1) $2 e (1
)= etms) + (k > s (12 )) enz)  (30)

d
e S(m,n;c) = Z e (m) est la somme de Kloosterman.

C
ad=1]c]

1 (7 X (=1)P a2
o Ju(x)= —/ cos(nt — xsin(t))dt = Z —_ (— est la fonction de Bessel.
T Jo — p!(n+p)! 2)

En particulier, P, est bien une forme cuspidale pour m > 1

Preuve. Quitte a rajouter une somme sur les classes, on peut réduire la somme des séries de
Poincaré en quotientant a droite ’ensemble de sommation :

LS cz+d)
_ e(my(z +n))
N 7€F§/Fm (; (c(z+mn)+ d)k>

—+00
On utilise maintenant la, décomposition en double classe [3] : T' = T', U |_| |_| I's (i :}) I's
m’y(z 4 n)) ) c=1 de(Z/cZ)*

Ainsi : P, (z) = e(mz +Z Z (Z (c(z+n)+d)F

c=1 ad=1[c] \n€Z

La formule sommatoire de Poisson permet de calculer la somme sur n € Z et aboutit au résultat.
Les calculs de cette derniére somme peuvent se trouver dans [3].

11
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Théoréme 8 (Formule des traces de Petersson). Soit B une base orthonormée de Sy (')

27 ~= S(m, n; c) 4m\/mn
W—k e X asl)asm) = bt o —J( ; ) (31)

feB c=1

Preuve. On écrit (P, Po) = > ;c5{Pm, [)(f, Pu). On détermine ensuite les différents produits
scalaires avec la formule (9) et le developpement (30).

4.2 Formule des traces d’Eichler-Selberg
Nous sommes maintenant préts a déterminer une formule explicite de tr(7;,) :

Théoréme 9 (Formule des traces d’Eichler-Selberg). On a l’égalité suivante :

1 k—1 &« 9 pr = " k-1
Etr(Tm) =d(vm)——mz2"" — Z H(t* —4m)——— — Z d (32)
m 2 12 Pt — Pt
[t|<2v/m di\}
.5(33):{1 s?er
0 sinon

e H(D) est le nombre de classe des formes quadratiques définies positives (pas forcément primi-
tives) de discriminant D, en comptant les classes de a(x®+y?), respectivement a(x*+zy+y?),
avec multiplicité 1/2, respectivement 1/3.

o p; est une solution de x> —tx +m = 0.

/
o Le symbole Z signifie que si m est un carré parfait, ’élément d = \/m est compté avec
multiplicité 1/2.

Preuve. Soit B une base orthonormée de S (I'). On peut écrire : tr(7},) = Z(Tmf, f) (33).

feB
On voudrait maintenant réécrire ces produits scalaires d’une autre facon.

On définit alors la convolution de Rankin-Selberg : L(s, f ® g) = / f(2)g(2)y*E(z, S)dx;iy
S T\H Yy
ou E(z,s) = Z S(yz2)* = Z ﬁ est une série de Eisenstein.
YEL s \I'
Un calcul direct donne alors Resg—1 L(s, f ® g) = (f, g)Ress=1E(z, s) = (f, g>§ (34).
T

Etant donné les developpements de Fourier de f et ¢ on peut calculer celui de L(s, f®g). En effet,
en utilisant la méthode du dépliage (10) on montre :

ot o= TEHEZ Y 5 0o -

n>1

Ainsi, en combinant (33), (34) et (35) on obtient :

2in(0,) = Resy 3 TR S s (36)

+k—1
n>1 (47[_”)5 feB
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Le cas m = 1 est traité par la formule de Petersson (31), de maniére similaire [4] on montre :

% S arsln)a () = o (g) B SELCLEI (AJ ﬁﬂ>
feB g

(37)

0 sinon

k—1
+{(L)2 si nm=1d?* et d|nAm

ld
ou T,,S(n,l;c) = Z e (na i ) est une somme de Kloosterman modifiée.
c

ad=m]c]
On injecte alors (37) dans (36) et on obtient :

3 1 w k—1 2T k-1
ka;ltr(Tm):mg S 0m) + Sem > Rese_1 Dy, m(5)

T
o Dy (s) est la série de Dirichlet : Dy, ( Z Z Mﬁt 1 (47T\/_ )

n>1 c=1

Aprés plusieurs manipulations de sommes [4], on arrive a passer de l’étude de Ress—1 Dy, m(s) &
Xa(n

celle de la valeur en s = 1 de la série de Dirichlet L(s, x4) avec d < 0, oll yq est le

caractére de Dirichlet définit par : y4(p) = | — | (symbole de Legendre) sur les premiers p.
p

Le dernier ingrédient pour terminer cette ébauche de preuve est le calcul de L(1, x4) :

Théoréme 10 (Formule du nombre de classes). Si d est un discriminant négatif :

| L(1,xa) = mh(d) (38)
2 sid<—4
o wd) =<4 sid=—-4
6 sid=-3

e h(d) est le nombre de classes des formes quadratiques définies positives et primitives de
déterminant d

Cette relation se démontre dans [5] en dénombrant le nombre de représentation d’un entier n par
les représentants des formes quadratiques définies positives primitives.

5 Démonstration partielle de la conjecture

5.1 Estimation du nombre de classe

Pour nous assurer que les termes supplémentaires dans (28) sont bien des termes d’erreur a
'aide de la formule d’Eichler-Selberg, il nous faudra une estimation du nombre de classe :

Théoréme 11. On a la majoration asymptotique :

Ve > 0, H(D) <. |D|>* (39)

13



Formes modulaires et petits zéros de fonctions L

Preuve. D’aprés (37), h(d) < |d|Y?L(1, Xd)
De plus, on a I'approximation : L(1, x4) Xa(n Z Xd(n)—l—(?

1
n>1 n<+/|d| n (\/ |d|

Enfin, un argument de dénombrement (que l'on trouve dans la démonstration de la formule
d’Eichler-Selberg [4]) nous donne la relation :

vp(l) _ 1
H(D) = Z((_fl)) 1_[[ (pvp(l) + (1 — (C_l)) p—) oit D =dI? avec dNl=1

P p—1

> < log(|d)+0O (1)

En utilisant la borne de la fonction diviseur : d(n) <. n® pour majorer le produit, on conclut.

5.2 Conjecture de densité : Cas particulier

Pour démontrer la conjecture de densité, il nous suffit de montrer que le reste de la formule
explicite (28) est négligeable en moyenne. Autrement dit, que 'on a :

vlog(p log(p)
E Ecb( ) . Y M), = o(1)
]Hk )| log(R) / pv/?log(R) P ko0
tr(Tpv)

On sait (4) que |Hy (I') | = dim(Sk (I')) Mo k/12. De plus la formule des traces d’Eichler-Selberg
—400
et Pestimation (39) nous donne la majoration : tr(7T)») < 6 (g)

—— 4 p*(1/2+9) Nous avons donc
pv/2

deux sommes a regarder (on rappelle que ® est bornée et R = k%) -

vlog(p log(p) v log log(p)
|Hk )| Z Z¢ (log ) p”/Qlog(R)(S (5) ”/2 log Z Z log(k) Z P2

p wv>1 v'>1 p
1

log(k) k—+oo

vlog(p log(p) o(1/24¢) vlog ve
T 228 (o)) et < gty 2 2% og(r)p
Malheurepsement cette somme a peu de chance de Converger A moins de la tronquer. On
suppose ¢ a support compact inclus dans [—d, d]. Ainsi :

1 2 ((vlog(p) 1 26(1+2¢)—1
S (b( log(p)p”® < log(p)p”s < k20+2)
klog(k) g; log(R) (v) klog(k) Z (v)

p,v>1
vlog(p) <dlog(R)

0

Ceci achéve la démonstration de la conjecture de densité dans le cas ngS a support dans [—4, ¢] pour
d < 1/2. Notre objectif était de rester dans des considérations élémentaires, toutefois 'article 1]
sur lequel s’est appuyé ce stage utilise les bornes de Deligne (22) et admet GRH. Avec ces hypo-
théses en plus, 'article montre que 'on peut prendre § < 1.

En plus de moyenner sur f € H; ('), on peut aussi le faire sur le poids k et sur le niveau ¢

des formes considérées (nous avons toujours considéré g = 1) pour gagner de I'information. On
sait aujourd’hui [6] que cette méthode permet de pousser jusqu’a é < 4 (toujours sous GRH).
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