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Introduction

Les nombres premiers jouent un role tres important en mathématiques et
meéme dans d’autres domaines tels que l'informatique, cependant il est tres
difficile d’avoir des résultats puissants sur ceux-ci. Nous pouvons néanmoins
obtenir des résultats asymptotiques sur ceux-ci aux moyens de I’analyse. Par
exemple la fonction zéta de Riemann

+0oo 1
C(s) = v
n=1
définie pour R(s) > 1 peut étre exploitée pour obtenir des informations sur
les nombres premiers. En effet nous pouvons montrer que

+ool B 1
;E_Hl_ps

peP

ou P est 'ensemble des nombres premiers. En regardant cette fonction en s €
C avec R(s) > 1 nous pouvons alors essayer de la prolonger sur un domaine
plus grand en utilisant de I’analyse complexe afin de pouvoir étudier plus
facilement cette fonction. Dans ce document nous allons pas nous intéresser
aux nombres premiers mais plutot a une technique moderne qui peut étre
utiliser pour prolonger cette fonction.

Prolonger la fonction ¢ n’a rien de nouveau, cela été fait par Riemann en 1859
en utilisant des techniques d’analyse complexe. Pour montrer que ( pouvait
etre étendue holomorphiquement sur C\ {0, 1} il a d’abord posé la fonction

§(s) =7 (5) €(s)

et montré que celle ci pouvait étre prolongée holomorphiquement sur C\ {0, 1}
en vérifiant I’équation suivante dite équation fonctionnelle :

§(s) =1 —s)

Ou I est la fonction d’Euler définie par :

[(s) = /ts_le_sd)\(t)

RX



Ainsi en sachant que I' ne s’annule pas nous obtenons directement que (
se prolonge holomorphiquement C\ {0,1} ce qui répond alors au probleme.
Mais nous n’allons pas étudier la méthode de Riemann, nous allons plutot
nous intéresser a une approche plus moderne qui utilise ’anneau adélique.

Un mathématicien qui a su généraliser la méthode exposée par Riemann est
Erich Heck. Il montre que pour un ensemble de fonctions ayant des propriétés
similaire a celles de la fonction ¢ nous pouvons alors les prolonger en utilisant
une fonction & qui vérifie une certaine équation dite équation fonctionnelle.

Avant que I'approche que nous allons exposer existe, les méthodes pour trou-
ver cette équation fonctionnelle étaient pas tres intuitives plusieurs mathématiciens
dont Emil Artin se sont demandés en particulier d’ott vient le facteur 72T (%)
qui intervient dans l’expression de £&. Emil Artin propose alors a Margaret
Matchett de trouver une généralisation adélique des travaux de Erich Heck
lors de sa these. L’idée était d’utiliser 'anneau Ag que nous définirons afin
de pouvoir faire de 'analyse sur Q de la méme maniére que nous pouvons
transporter des résultats d’analyse de R sur Z. Malheureusement bien que
Margaret Matchett obtient sa these en 1946 elle n’a pas réussi a atteindre ce
but qui était tres ambitieux. C’est alors prochain thésard de Emil Artin, John
Tate qui réussit alors a atteindre ce but. Il obtient alors sa these en 1950 et
devient célebre pour son travail.

Ce qui sera étudié dans ce document n’est que un cas particulier de la these
de Tate, car dans sa these il utilise des notions qui elles mémes sont tres
sophistiqués. Pour simplifier nous allons donc rester sur le corps Q et notre but
sera uniquement d’établir I’équation fonctionnelle pour la fonction (. Bien que
ces restrictions soient tres fortes nous allons tout de méme pouvoir comprendre
I'idée générale de sa these.



Notations

— Pour des ensembles F, F' nous noterons I’ensemble des fonctions qui
vont de F dans F par FF.

— Pour un corps (k,+, X) nous allons noter k™ comme étant le groupe
additif (k,+) et k* comme étant le groupe multiplicatif du corps.

— Pour un espace topologique X nous noterons alors sa topologie par
T(X).

— Pour un espace topologique X, nous noterons B(X) comme étant la
tribu borélienne sur X.

— Pour (X, d) un espace métrique, z € X et r €]0; +o0[ nous poserons
alors :

Blx,r) ={y € X [ d(z,y) <r}

— Pour un espace mesuré (X, .o, 1) nous poserons alors :
£ = 35 €€ | [ If@)]dute) < +0
X

— Nous noterons ey, = %™ € CR, A
— Pour f € L}(R) nous noterons sa transformée de Fourrier par f qui
est alors définie par :

f(x) = / F(2)ess(—2y)dA(y)

— Nous définirons ’ensemble suivant :

F(R) = {f c LY(R) ‘ f est continue et f € ﬁl(R)}
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Chapitre 1

Les valeurs absolues de

1.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier les valeurs absolues définies sur Q. Il
nous faudra tout d’abord définir ce qu’est une valeur absolue, nous voudrons
bien évidement que celles-ci aient des propriétés similaires a celles de la valeur
absolue usuelle. Ensuite nous classifierons toutes ces valeurs absolues.

1.2 Valeur absolue sur un corps

Définition 1.2.1:

Soit k un corps.
Soit n € (Ry)¥, une application de k dans R,.
Alors on dit que n est une valeur absolue pour le corps k si et seulement
si les conditions suivantes sont satisfaites :
1. Ve e k,n(z) =0< x =0

2. Va,y € k,n(x+y) < n(x)+n(y)
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3. Vx,y € k,n(xy) = n(x)n(y)

Nous avons les propriétés suivantes qui sont issues de la définition.

Propriétés 1.2.2:

Soit k£ un corps.
Soit n une valeur absolue pour le corps k.
Alors nous avons les propriétés suivantes :

1. n(1y) =1

2. Vo € kX, n(z71) = n(x)™?
3. n(—1;) =1

4. Yz € k,n(—z) = n(x)

Preuve :

1. Nous avons n(1;) = n(1;1x) = n(1x)n(1x) d’apres le point 3 de la
définition. Ainsi on obtient :

n(1g) = n(lp)n(lr) = n(lp)(1 = n(1;)) =0

En utilisant l'intégrité de R nous avons n(l;) = 0 ou bien 1 —
n(1x) = 0. De plus k étant un corps nous avons 1 # 0y, ainsi en
utilisant le point 1 nous avons nécessairement n(1;) # 0. Ainsi nous
obtenons que 1 — n(1;) = 0 et donc que :

1= n(lk)

2. Soit x € k*.
Nous avons zx™t = 1, d'out 1 = n(1) = n(zz™t) = n(z)n(z™1).
D’ott n(x™t) = n(z)~ L

3. Remarquons que 1; = (—1;)?, ainsi :

1 =n(1p) = n((~1x)*) = n(-1x)°
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Donc n(—1;) € {—1, 1}, or n étant par définition a valeurs positives
nous avons n(—1;) = 1.

4. Soit x € k.
Nous avons :

Proposition 1.2.3:

Soit k& un corps.
Soit |-| une valeur absolue pour k.
Alors 'application définie par

d:kxk— R,
(z,y) — |z —y|

définit une distance.

Preuve :
Soit x,y, 2 € k.
Nous avons 0 =d(z,y) = |z —y| erx—y =0,z =y.
De plus d(z,y) = v —y| = |=(y — )| = [y — x| = d(y, z).

Enfin d(z,y) =|v —yl=lv—z+z—y|=[lz-2)+ (z—y)| <[z — 2]+
|z —y| =d(z,2) +d(z,y).

Les points précédents montrent bien que d définit une distance d’ou le
résultat.
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1.3 Exemples de valeurs absolues sur QQ

Regardons maintenant quelques exemples de valeurs absolues sur I’ensemble
des rationnels Q.

Définition 1.3.1:

Posons I’application
Ho :Q — Ry

{0 siz=0
€Tr ——

1 sinon

C’est la valeur absolue triviale.

Définition 1.3.2:

Posons 'application
HOO . Q — R+

0 six >0
x .
—x  sinon

C’est une valeur absolue de @Q que l'on appellera valeur absolue ar-
chimédienne de Q.

Définition 1.3.3:

Soit p € Z un nombre premier.
Soit v, I'application de valuation p-adique.




1.3. EXEMPLES DE VALEURS ABSOLUES SUR Q 13

Posons
‘.|p : @ — R—F
{0 siz=0
T — () ,
p Y sinon

Proposition 1.3.4:

Vr,y € Q, |z + y|, < max(|z,, |y],)

Preuve :

Soit x € Q.
0+ 2|, = [z, < max(|0],, |y],)

Soit x,y € @< {0}.
Alors Jda,c € Z,3b,d € Z\ {0} ,x = § et y = 5. De plus nous avons

g_l_g_aderc
b d  bd

r+y=

D’olt vp(z + y) = vp( 2 = v,(ad + be) — v, (bd).

De plus posons a = min(v,(ad), v,(bc)). Par définition de v,, nous savons
alors que ad € (p*) et be € (p*) donc ad + be € (p®). A nouveau par
définition de v, nous avons alors que v,(ad + bc) > a et donc

vp(ad + be) > min(vy(ad), v, (b))
Donc nous avons que

(@ +y) = min(vy(ad), vy(be)) — vy(bd)
= min(vp(ad) — vy(bd), vy(be) — vp(bd))

De plus nous avons vy,(ad) — v,(bd) = vy(a) + vp(d) — vy(b) — vy(d) =
vy(a) —vy(b) = vy(§) = vp(x). Ainsi que vy(be) — v,(bd) = v,(b) + vy(c) —
vp(b) — vp(d) = vp(c) — vp(d) = vp(5) = vp(y). Donc grace a ces calculs
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nous obtenons
Up(@ +y) = min(vy(z), vp(y))

p étant un entier non nul positif nous avons

) 5 pminy @) — i (p5(@) )

Ainsi par passage a l'inverse

1 - 1 ( 1 1
S - = Mar\——=, ———~
p”p (z+y) mln(pvp (z) ) p”p (y)) pvp(x) pvp(y)

)

D’ou

|z +y[, < max(|z],, |yl,)

Proposition 1.3.5:

L’application |-|, définit une valeur absolue sur Q.

Preuve :

Il nous suffit de vérifier que les 3 points de la définition [1.2.1] sont vérifies.

1. Soit z € Q\ {0}.

z étant non nul, v,(z) existe et p*@) est non nul d’on

1
pvp(ff) = ‘x’p # 0
2. Soit z,y € Q.
D’apreés la proposition [1.3.4 nous avons |z + y|, < max(|z],, |yl,)-
De plus

maX(‘x’p7 |y‘p) < maX(|x|p + ‘y|p7 |x‘p —|— ’y‘p) - ‘x‘p + |y’p
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D7Ol\1 |ZL’ + y‘p < |$|p + ‘ylp

3. Soit z € Q.
Nous avons v,(0.y) = v,(0).
Soit z,y € Q\ {0}.
Nous avons que v,(ry) = v,(x) + v,(y), ainsi p*r@¥) = pr@+uwl) =
i) (s).
Donc en passant a l'inverse

1 1 1 1

2y = o = gt~ g ot~ e Wy

D’ou le résultat.

1.4 Classification des valeurs absolues de Q

Le critere que nous allons utiliser pour définir la similitude entre deux valeurs
absolues utilisera les suites de Cauchy. Nous dirons que deux valeurs absolues
sont similaires si elles ont les mémes suites de Cauchy. L’utilisation des suites
de Cauchy est pertinent car si nous souhaitons étudier les complétions de Q
induites par les valeurs absolues, nous savons que si deux valeurs absolues ont
les mémes suites de Cauchy elles nous donneront le meme complété de Q. Ce
point sera détaillé dans le chapitre des nombres p-adiques. Cette section n’est
pas essentielle pour ce qui suit, le lecteur peut se contenter de connaitre le
théoreme et de passer cette section en premiecre lecture.

Définition 1.4.1:

Posons Ng = {n c (R,)© ’ n est une valeur absolue} qui est donc l'en-
semble des valeurs absolues.
Définissons également la relation équivalence R C Ng X Ng par

Vni,ng € Ng,ni1Rng < ny et ng ont les memes suites de Cauchy.
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Lemme 1.4.2:
Soit av € R%.
Posons n = |-|% ou || est la valeur absolue usuelle sur Q.
Alors
n est une valeur absolue = « €]0; 1]
Preuve :

Remarquons que n doit respecter le point 2 de la définition |[1.2.1]
En particulier nous devons avoir

2°=n(2)=n(l+1)<n(x)+n(z)=1"+1"=1+1=2

Ainsi nous obtenons que 2¢ < 2 donc 2! < 1, ceci implique donc que
a—1<0dou
a <1

D’ou le résultat.

Lemme 1.4.3:

Soit o € R%.

Soit np,ne des valeurs absolues telles que ny = nf.
Soit @ € QN une suite de Cauchy pour n;.

Alors

a est une suite de Cauchy pour no

Preuve :
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Soit € > 0.
Posons

f:R— R
T — @

f étant continue en 0 nous avons
30 > 0,Vx e R, |z| < = 2% = |2|" < e
En utilisant le fait que a est de Cauchy nous avons
N € N,Vp,q = N,ny(a(p) —a(q)) <9

Ainsi pour p,q > N nous avons 0 < ni(a(p) — a(q)) < 9, et donc nous
obtenons

In1(a(p) — a(g)|* = ni(alp) — a(q))” = na(a(p) —alq)) < e

Ceci montre bien que a est de Cauchy pour ns.

Corollaire 1.4.4:

Soit av € RY.
Soit ny et ny des valeurs absolues telles que ny = n{. Alors nous avons

anTLQ

Preuve :

Soit a € QY une suite de Cauchy pour n;, d’apres le lemme a est de

Cauchy pour no.
1

Soit a € (R, )* une suite de Cauchy pour ns, en remarquant que n; = nj
nous pouvons a nouveau appliquer le lemme [1.4.3| pour en déduire que a
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est une suite de Cauchy pour n;. Ainsi nous avons montré
Va € QY a est de Cauchy pour n; < a est de Cauchy pour ns

Ce qui signifie que n; et ny ont les mémes suites de Cauchy.
D’ou n1Rns.

[]
Nous allons maintenant montrer quelques lemmes qui permettront d’obtenir
le théoreme d’Ostrowski qui classifie les valeurs valeurs absolues sur Q. Sa
preuve étudie essentiellement 3 cas possibles dont un est trivial. Pour faire
ceci définissons tout d’abord les différents cas possibles, ces définitions seront
propres a cette section.

Définition 1.4.5:

Définissons le cas ou la valeur absolue v admet un entier naturel de valeur
absolue strictement supérieur a 1 par

P..s1(v) & dn € Nju(n) > 1

Définition 1.4.6:

Définissons le cas ou la valeur absolue v est non trivial et admet pas
d’entiers naturels de valeur absolue strictement plus grande que 1 par

Vn € Nyu(n) <1
Feasa(v) & { In € N\ {0}, v(n) < 1

Dans chaque cas nous allons chercher un entier naturel qui permettra alors
de caractériser la valeur absolue étudiée, d’ou les définitions suivantes. Les
éléments définis ci dessous n’existent a priori pas forcement, nous démontrerons
leur existence dans la suite.
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Définition 1.4.7:

Dans le cas ou la valeur absolue v vérifie P, (v) nous allons vouloir
choisir le plus petit entier naturel n ayant une valeur absolue strictement
supérieur a 1, c’est a dire qui vérifie le prédicat

v(n) > 1
Posie(v,n) < ¢ Ve e Nyz <n=v(zr) <1
Jdo € R, v(n) =n®

Définition 1.4.8:

Dans le cas ou pour une valeur absolue v, P.,s(v) est vraie nous allons
vouloir choisir le plus petit entier naturel n ayant une valeur absolue
strictement plus petite que 1, c’est a dire que vérifie le prédicat

v(n) <1
Pus2e(v,n) & ¢ Ve e N\ {0}, 2 <n=v(z) > 1
n est un nombre premier

Lemme 1.4.9:

Soit v € Ng une valeur absolue sur Q telle que P41 (v) est verifiée, alors
3710 € N\ {0, 1} y Pmin,e(va Tl())

Preuve :

Considérons A = {n € N | v(n) > 1}. L’hypothese entraine que cet en-
semble est non vide, son minimum est donc bien bien défini.

Posons alors
ng = min(A)
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Remarquons que la définition entraine que v(0) = 0 et les propriétés
entrainent que v(1) = 1, nous avons donc forcement ng > 1.
De plus en sachant que v(ng) > 1, nous pouvons considérer la fonction

f:R+—>R
T — ng”

D’une part nous avons f(0) = 1 et d’autre part en sachant que ng > 1
nous avons lim f(z) = 4o00. Ainsi en utilisant la continuité de f nous

T—>+00
avons

Ja € Ry, f(a) = v(no)
Donc

no® = f(a) = v(ny)

Enfin remarquons que nf = v(ng) > 1 entraine donc que o € R%, ce qui
montre le résultat.

Lemme 1.4.10:

Soit v € Ng une valeur absolue sur Q telle que
Ean S N\ {07 1} 9 Pcasl,e(va nO)

alors
3C e R, ¥n € N,v(n) < Cn®

Preuve :

Soit n € N
Considérons la décomposition de n dans la base ng, ceci es possible car
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ny > 1. nous savons que
S
Js e N,3a € [0;n0 — 1]1%1 n = "a(i)ng et a(s) #0
i=0
Et remarquons aussi que pour ¢ € [0; s], a(i) < ng = v(a(i)) < 1.
Ainsi nous avons

En remarquant que v(ng) > 1 nous avons alors ng~® = v(ng)™t < 1 et

donc la série a termes positifs Y (ny~®)" converge. Nous pouvons poser
i0

C=2 (™)

]

Et nous avons également d’inégalité suivante

S

n = Za(i)noi > a(s)ng® = ng®
i=0

Ainsi nous avons que (n¢*)* < n® et nous pouvons donc obtenir d’inégalité

voulue
S

U(TL) < (nos)a (no—a)i < naZ(nO—a)i — neC
i=0 =0
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[]
Lemme 1.4.11:
Soit v € Ng et a € R tels que
3C e R%,Vn € N,v(n) < Cn®
Alors
Vn € Nyo(n) < n®
Preuve :
Soit n € N.
Soit N € N.
Nous avons alors v(n?) < Cn®Y nous obtenons alors
(") = v(n)" < Cn™N = (v(n)N)¥ < (CnN)¥

= v(n) < Cvp®

Nous avons donc montré que VN € Njv(n) < Ow @ ainsi nous pouvons

alors passer a la limite et nous avons

v(n) = lim v(n) < lim C¥n® = n®
N—r00 N—o00

Nous avons donc montré que v(n) < n® ce qui est le résultat voulu.
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Lemme 1.4.12:

Soit v € Ng une valeur absolue sur Q telle que

v(ng) > 1
dng € N\ {0,1}, 3o € R%, < v(ng) = np®
Vn € N,v(n) < n®

Alors
3C € R, ¥n € N,v(n) > Cn®

Preuve :

Soit n € N.
Sachant que ng > 1 nous savons alors que

Js € N, ng® <n < np*™?

En utilisant d’inégalité triangulaire nous avons alors v(ng*™) < v(ne*™* —
n) +v(n) et donc v(n) = v(ne*™) —v(ne*™ —n). En calculant nous avons
alors

v(n) > fu(nOSH) — v(nos+1 —n)

_ v(no)(s—H) o U(n08+1 o TL)
a(s+1) s+1 n)
s+1 n)a

v(ng
a(s+1) (

= Ny no

D’autre part nous avons que ng*™ —n < ny*t! — ng®, ainsi en sachant que

« > 0 nous obtenons alors

et donc
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Ainsi nous obtenons

U(TL) > noa(s—i—l) . (n05+1 . n)a
> noa(s—i—l) o (nos—l—l o nos)a
1
_ a(s+1)1_ 1 — —\@
a1 = (1= )

Posons C'=1— (1 — nio)o‘, remarquons également que C' > 0. De plus en

utilisant que n < ne**! et en utilisant le fait que o > 0 nous avons alors
n® < noo‘(sﬂ). Donc au final nous avons que

U(ﬂ) 2 nOOé(8+1) 2 nOéC

D’ou le résultat.

Lemme 1.4.13:

Soit n € Ng et a € Ry tels que
1C € R, Vn € N,v(n) > Cn®

Alors
Vn € Nyv(n) > n®

Preuve :

Soit n € N.

Soit N € N.

Nous avons alors v(n)Y = v(n™) < Cn*Y et donc v(n) < Cvn®. Nous
avons donc montré que

VN € Nyu(n) < Cvn®
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Nous pouvons donc passer a la limite pour obtenir

v(n) = lim v(n) > lim C¥n® = n®
N—o00 N—o0

qui est le résultat voulu.

Proposition 1.4.1}:

Soit v € Ny telle que P41 (v), alors

do € R, Vn € N v(n) = n®

Preuve :

Il suffit de mettre bout a bout les lemmes précédents pour obtenir ce
résultat.
En effet, d’apres le lemme [1.4.9

v(ng) > 1
dng € N\ {0,1},¢ VneN,n<ny=v(n) <1
Ja € R, v(ng) = ne®
Ainsi d’apres le lemme (1.4.10| nous savons que
3C, e R, ,Vn € N,v(n) < Cin”

Et donc en utilisant le lemme [1.4.11| nous savons alors que Vn € N, v(n) <
n®. Par suite en utilisant le lemme [1.4.12, nous obtenons

3Cy e R’ ,Vn € N,v(n) > Cyn®

Pour conclure il suffit donc de remarquer que le lemme [1.4.13| nous donne
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alors
vnN,v(n) > n®

n
D’une part nous avons que Vn € N, v(n) < n® et d’autre part nous avons
Vn € N,v(n) > n® nous avons donc

Vn € Nv(n) = n

D’ou le résultat.

H
La proposition suivante permet alors de caractériser les valeurs absolues vérifiant
le premier cas P,..s1.

Proposition 1.4.15:

Soit v € Ny telle que P4 (v) alors

Ja € RY,Vz € Q,v(z) = |z|*

Preuve :

D’apres la proposition Nous savons que
do € R, Vn € N,v(n) =n”

Commencons par montrer que ceci peut étre étendu a Z.

Soit n € Z.

Remarquons que |n| € N, donc d’apres les propriétés NOUS avons
v(n) = v(|n|) = |n|”. Nous avons donc montré que

Vn € Z,v(n) = |n|”

Soit = € Q.
Nous savons alors que dp € Z,3q € Z\ {0} ,z = g. A nouveau par les
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propriétés [I.2.2] nous avons alors que

=v(p)v(q)”
(67 —Q
Ip|” |4l
_ ‘?3 i = |z|*
q

D’ou le résultat.

]
Traitons maintenant les valeurs absolues vérifiant le deuxieme cas P, .

Proposition 1.4.16:

Soit v € Ny tel que P.,50(v) soit vérifiée. Alors

dp € N, Peys2.6(v, p)

Preuve :

Considerons I'ensemble A = {n € N\ {0} | v(n) < 1}, par hypothese cet
ensemble est non vide. Nous pouvons donc poser

p = min(A)

I1 suffit alors de montrer que p est un nombre premier. Tout d’abord remar-
quons que d’apres les propriétés [1.2.2) v(1) = 1 donc p # 1. Terminons
la preuve en utilisant un raisonnement par contraposée, supposons que
da,b € N\ {0,1},p = ab. Nous avons alors a < p et b < p, nous avons
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alors

v(a) <1
VneNo(n) <1= { o(b) < 1

De plus, a nouveau par les propriétés nous avons v(a)v(b) = v(ab) =
v(p) < 1 donc v(a) < 1 ou v(b) < 1 ce qui signifie donc que p # min(A).
Ainsi nous avons montré que

da,b € N\ {0,1},p = ab = p # min(A)
Et en utilisant le raisonnement par contraposée

((E]av be N\ {07 1} P = CLb) = ﬁ(p - mln(A)))
:((p - mln(A)) = _'(Elav be N\ {07 1} D = ab))
En utilisant la conclusion de la contraposée nous pouvons donc conclure

que p est un nombre premier et donc P.s (v, p) est alors vérifiée, ce qui
permet de montrer le résultat.

Proposition 1.4.17:

Soit v € Ng telle que
P..s2(v) et dp € N, p premier et v(p) < 1

Alors
Vq € N\ {p}, ¢ premier = v(q) =1

Preuve :

Faisons un raisonnement par contraposée.
Soit v € (R, )© telle que v satisfait les points 2 et 3 de la définition |1.2.1]
Supposons que Jq € N\ {p}, ¢ premier et v(q) # 1.
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Ainsi nous avons alors Py, (v) = v(q) < 1. Il suffit alors de remarquer que

1_1>I_|I_l v(p)" =0=3IN e Nu(p)" <3
: n __ M 1
ngrfmv(q) =0=3IM € N,v(¢g)" <3

De plus remarquons que pged(p”, ¢™) = 1, alors Z étant un anneau prin-

cipal nous avons alors (pV) + (¢™) = (1). Donc nous avons alors
FJu,w € Z,up™ +wg"” =1

Utilisons alors les propriétés pour obtenir

v(1) = v(up” +wg™) < v(up™) + v(wg™)
v(u)v(p)” + v(w)v(g)"
v(p)" + ()"
1
2

1
g
2

/N

A\

_|_

Or v(1) < 1 = v & Ng, nous avons donc montré
dg € N\ {p},q premier et v(q) #1 = v & Ny
Ainsi en utilisant le raisonnement par contraposée suivant

(—(Vq € N\ {p}, ¢ premier = v(q) = 1) = (v € Ng))
=((v € Ng) = (Vq € N\ {p}, ¢ premier = v(q) = 1))

Donc nous obtenons alors que

(v € Ng) = (Vg € N\ {p}, ¢ premier = v(q) = 1)

Ce qui montre le résultat.
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Proposition 1.4.18:

Soit v € Ng, Puus2(v), alors nous avons

Jp € N premier, Ja € RY,Vz € Z,v(z) = |z|;

Preuve :

Pour obtenir le résultat il suffit de enchainer les deux résultats précédents
en utilisant la factorialité de Z, faisons le.

D’apres la proposition (1.4.16| nous savons alors que
3]) S N, PcasQ,e(vap)

Posons alors A = {x € N | x est premier} ’ensemble des nombres pre-
miers. En utilisant la proposition [1.4.17] nous avons aussi que

Vg € A\ {p}.v(q) =1

Nous savons également que 'anneau Z est factoriel et que A est une famille
de représentants des irréductibles, utilisons ceci pour conclure.
Soit x € Z.

Z factoriel = Ju € {1, -1}, 2 = uJ] ¢"), grace a cette expression nous
qeA
pouvons calculer la valeur v(x).

v(z) =wv qu“q(m) = v(u) quq(m)

qgeA geA

= quq(x)

qgeA

= [ [o(a"™)

qeA

— HU(C])vq(x)

qeA
= v(p)"®
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Dot Vo € Z,v(x) = v(p)r®.
De plus en posant la fonction

f . R+ — R
1
Z— —
p
et en utilisant des arguments de continuité ainsi que le fait que v(p) < 1
nous savons alors que

1

da € Ry, fla) = o v(p)

Remarquons que v(p) # 1 = « # 0, nous obtenons alors

Vo € Z,v(x) = v(p)»®

D’ou le résultat.

[]
Le corollaire qui suit permet alors de caractériser les valeurs absolues vérifiant
le deuxieme cas P.,¢9.

Corollaire 1.4.19:

Soit v € Ng, Puus2(v), alors nous avons

Jp € N premier, Ja € RY, V2 € Q,v(x) = ||,

Preuve :
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En utilisant la proposition [1.4.18 nous avons déja que
Jp € N premier, Ja € R, Vz € Z,v(z) = |z|;

Soit x € Q.
Nous savons que Ja € Z,3b € Z\ {0} ,x = ¢ et en utilisant les propriétés
[1.2.2] nous avons alors

Ce qui montre le résultat.

Lemme 1.4.20:

Soit v € Ng,Vn € N\ {0} ,v(n) = 1.

Alors v = [+,
Preuve :
Soit x € Q\ {0}.

Nous savons que Ja,b € N\ {0},30 € {1,—-1},2 = 0%. En utilisant les
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propriétés [1.2.2] nous avons alors

=v(a)w®d) ' =11=1=|z|,

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de cette section

33

]

Théoréme 1.4.21 (Ostrowski) :

équivalente a 'une de ces valeurs absolues : ||y, [, , [,

Vv € Ng,vR |-|; ou vR|-|,, ou Ip € N premier,vR ||,

En en utilisant des mots, ceci signifie que toute valeur absolue de QQ est

Preuve :

Soit v € NQ.
dn € N\ {0} ,v(n) #1

alors d’apres la proposition [1.4.15
Ja e R, v ="

Ainsi d’apres le corollaire nous avons alors vR |-|.

Jp € N premier, 3a € R, v = |-

Supposons que v # |-|,, alors en utilisant le lemme [1.4.20| nous savons que

Supposons que In € N\ {0}, v(n) > 1, c’est a dire que Pq41(v) est vérifiée,

Traitons le cas restant c’est a dire que In € N\ {0}, v(n) < 1. De plus
par nous savons que In € N,v(n) # 1, donc v(n) < 1. Alors P..(v) est
vérifiée, ainsi en utilisant le corollaire [1.4.19| nous avons alors que
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A nouveau par le corollaire [1.4.4 nous avons alors vR || .
Ces cas permettent donc de conclure.




Chapitre 2

Les nombres p-adiques

Introduction

Nous savons qu’il y a plusieurs constructions du corps R, une de ces construc-
tions est de considérer le corps Q muni de la valeur absolue || _ et d’essayer
a partir de ceux ci de créer un corps R et une valeur absolue |-|p tel que R
muni de |-|p soit complet. Nous pouvons alors nous demander quels genre de
corps nous obtenons lorsque nous complétons par le méme genre de méthode
Q muni d’une valeur absolue |-| , c’est I'objet de ce chapitre.

2.1 Construction du corps Q,

Dans cette partie p sera un nombre premier.

Définition 2.1.1:

35
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Soit u € QN une suite, définissons alors

u est de Cauchy pour |-,

=
Ve > 0,3N € N,Vny,ng 2 N, |u(n1) — u(nz)|, <e

Définition 2.1.2:

Définissons I'ensemble des suites de Cauchy sur Q par
Ch(p,Q) = {u € QN ‘ u est de Cauchy pour Hp}

Posons également 1 € Ch(p,Q) comme étant la suite de Cauchy
constante égale a 1.

Définition 2.1.3:

Définissons la relation R par

Vu,v € Ch(p,Q),uRv < lim |u(n) —v(n)| =0

n—00 p

Le lemme suivant permet d’étendre la valeur absolue |-[, a Ch(p, Q).

Lemme 2.1.4:

Considérons 'application

lenp,g) : Chip, Q) — R,

ur— lim |u(n)],
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Cette application est bien définie et de plus nous avons

Vu,v € Ch(p, Q), uRv = [u|cy0) = [Venp.o)

Preuve :

Soit u € Ch(p, Q).

Montrons que |ul, est une suite de Cauchy dans R pour || .
Soit € > 0.
Nous savons que u est de Cauchy dans Q pour |-|p7 nous savons donc que

IN € N,Vny,ng > N, u(p) —u(q)], <e

Soit ny,ny > N.
Remarquons que Hp est une valeur absolue, en utilisant le point 2 de la
définition nous avons :

[u(n)], = u(n1) = w(ng) +u(ng)], < luln) —ulng)l, + [u(ng)l,

= |u(m)], — |u(n2)], < [u(n1) —u(na)l,
De méme nous avons :
[u(n2)], — fu(ni)], < u(ni) —u(nz)l,

Ainsi en utilisant la définition de la valeur absolue archimédienne |-| _ nous
avons :

‘\U(nl)\p = fulno)l,| < fulm) —u(na)],

De plus n1,ny > N = [u(n1) — u(ng)|, <, d’ott :

<€

(0.9]

Ju(m)], = u(n)],
Nous avons donc montré que :

Ve > 0,3N € N,Vni,ns > N, (\u(n1)|p —Ju(na)l,| <e
0
Ce qui montre que |uf, est de Cauchy dans R pour || . R étant complet

nous savons alors que la suite converge c’est a dire lim [u(n)], existe.
n—+00
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Montrons maintenant la deuxieme partie du lemme.

Soit u, v € Ch(p, Q), uRwv.

Soit n € N.

Nous avons |u(n)|, = |u(n) —v(n) +v(n)|, < |u(n) —v(n)|, + [v(n)],. De
méme nous avons |v(n)|, < [v(n) —u(n)|, + |u(n)],, ainsi en sachant que
uRv = n1—1>r4£loo lu(n) —v(n)|, = 0 nous avons alors :

| . ) |
i Ju(n)], < lm_Ju(n) - o(n)],+ lim_Jo(n)],

De méme nous obtenons ngrfoo lv(n)], < |u(n)],, donc ngrfm|v(n)\p =

|’u,(n)‘p D’ou uRv = ‘U‘Ch(n@) - |U|Ch(p,Q)'

Définition 2.1.5:

Définissons ’ensemble Q, par :

De plus d’apres le lemme [2.1.4] ’application |-|Ch(p’Q) passe au quotient
ainsi nous pouvons définir application quotientée par :

[u] — ‘U‘Ch(p,(@)

Nous allons maintenant vouloir faire de @, un corps d’ou le lemme suivant.

Lemme 2.1.6:

Soit uy, us, v1, v € Ch(p, Q) tels que u; Ry et usRuy, alors :
L. (ug + v1)R(ug + v9)
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2. (ul’l}l)R<UQ’UQ)

Preuve :

Remarquons que :

uiRus = lim |uj(n) —ug(n)| =0

n—-+00 p
v Rvy = nl—lgloo [v1(n) — wva(n)], =0

Il nous suffit alors d’exploiter ceci pour obtenir les deux assertions, com-
mencons par la premiere :
Nous avons :
ur(n) +vi(n) — (ua(n) + vi(n))], = |ua(n) —uz(n) + vi(n) —va(n)|,
|

< ui(n) —uz(n)], + [vi(n) — va(n)l,
Nous obtenons ainsi :

lim [u(n) +vi(n) — (ui(n) +vi(n))|, =0

n—-+00

C’est a dire (u1 + v1)R(ug + v2).
Pour la deuxieme partie il faut remarquer le fait suivant :

uy de Cauchy = JdM; > 0,Vn € N, |uy(n)|
v9 de Cauchy = IMs > 0,Vn € N, |vg(n)|

M

» S
< Mo

p

Ainsi nous avons pour n € N :

[ur(n)vi(n) — uz(n)va(n)|,

ur(n)vi(n) — ui(n)va(n) + ur(n)ve(n) — uz(n)va(n)|,
ui(n)l, [vi(n) —va(n)], + [ur(n) — uz(n)|, lv2(n)],
M |vi(n) — va(n)], + [ui(n) — ua(n)|, My

<
<
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D’ou :

Jim fui(n)vi(n) — uz(n)va(n)], =0

Et ainsi uqv1Rusve, ce qui termine la preuve.

[]
Pour que montrer que Q, est un corps nous allons devoir trouver les inverses
des éléments, ce qui justifie la définition suivante.

Définition 2.1.7:

Soit u € Ch(p, Q)\[0] définissons alors u~! par :
v 1:N—Q

{O siu(n) =0
n— .
u(n) sinon

Lemme 2.1.8:

Soit u € Ch(p, Q)\[0], alors :

dM > 0,3N € N,Vn > N, |u(n)|, > M

Preuve :

Soit u € Ch(p, Q)\[0].

COHIHIGH(;OHS par remarquer que :

w@ 0= Tim [u(n) 0, = lm_|u(n)], #0

n—-+o0o

Ainsi nous avons :

Je > 0,VN € N,3n > N, |u(n)], > € (2.1)
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De plus nous savons que u est une suite de Cauchy, nous avons donc :
3Ny € N,Vng,na > Ny, Ju(ng) — ul(ns)|, < % (2.2)

En utilisant ’expression nous avons également :
ElNQ ]\/717 |U(N2)|

Posons alors N = max(Ny, No).
Soit n > N.
Nous avons :

[u(n)l, = [u(N2) = u(N2) + u(n)],
> [u(Na)|, = [u(n) = u(N2)],

D’apres I'expression [2.2 nous avons |u(n) — u(Nz)|, < § ainsi nous obte-
nons enfin :

[u(Na)l, = u(n) = u(N2)l,

[u(n)l,

6_

€
2 2

VoWV

Ceci montre que Vn > N, lu(n)| > <. Nous avons ainsi montré que :
2

IM > 0,3N € N,¥n > N, [u(n)], = M

Lemme 2.1.9:

Vu € Ch(p,Q)\[0],u"! € Ch(p, Q)

Preuve :
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Soit u € Ch(p, Q)\[0].
Soit € > 0.
En utilisant le lemme nous savons que :

IM > 0,3N; € N,Vn > Ny, |u(n)|, > M
De plus u étant une suite de Cauchy nous avons :
AN, € N, Vny, ne = No, lu(ny) — u(n2)|p < eM?

Posons N = max(Ny, Ny) et soit ny,ny > N, nous pouvons alors calculer :

1 S VR 1 B 1
’u (nl) ( )‘p U(Tbl) U(ng) )
_ |uln2) — u(ni)
u(n)u(nz) |,
 Ju(na) = u(m),
u(na)], [u(n2)l,
< |u(ng) — u(n1)l,
M2
eM?
< —F =€

Corollaire 2.1.10:

Q, est un corps et "‘Qp définit une valeur absolue sur Q,.

Preuve :

En utilisant le lemme [2.1.6] nous pouvons remarquer que les opérations
+ et . passent au quotient et par calcul direct (Q,,+,.) est un anneau
d’éléments neutres [01] pour + et [1] pour ”.”. De plus pour [u] € Q,\ {[0]}
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nous savons par le lemme que [u~!] est bien définie. Par calcul direct
nous avons aussi :

n1_1>r+noo lu(n)u™"(n) — 1|p =1

Donc uu~'R1, c’est a dire :
wu™] = [u][u'] = [1]

Nous avons donc montré que tout élément non nul de Q, admet un inverse,

ainsi @, est un corps. De meme le fait que HQ définit une valeur absolue
. . p

sur Q, se fait par calcul direct.

Théoréme 2.1.11:

Q, est complet, c’est a dire que toute suite de Cauchy de Q, converge.

Preuve :

Soit z € (Q,)N une suite de Cauchy.
Construisons u € (Ch(p, Q)N telle que :

Vn € Nyu(n) € [x(n)]

Posons :

E, = {N eN ‘ Vmi,ma 2 N, [u(n)(mi) — u(n)(ms)l, < %}

et considerons alors la suite v € QN définie par :

v:N—Q
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Nous allons montrer que x converge vers [v], pour cela commengons par
montrer que u est une suite de Cauchy:.

Soit € > 0.
Posons N; € N tel que N% <z
x étant de Cauchy nous avons

AN, € N,Vny,ng 2 N, [z(m) — z(n2)lg, < g

Et par définition de || nous avons :

(1) — 2(n2)lg, = llu(n)] — [u(ng)]lg,
= [[u(n1) — u(ng)]lg,
= Ju(n) — U(”2)|Ch(p,<@)

= lim Ju(ni)(m) —u(nz)(m)], <

S|

Posons N = max(Ny, Ns).
Soit ny,ne = N et m € N nous avons :

Par définition de v nous avons aussi :

1 1 €
[v(n1) — u(ni)(m)|, < - <S¥v <%
1 1 €
[v(n2) — ulnz)(m)|, < - <Sv <%

Ainsi nous obtenons alors :

[v(n1) = v(ng)l,

< [o(nn) —u(n)(m)], + u(na)(m) — u(ng)(m)l, + |u(ng)(m) — v(ng)l,

< Ju(m)(m) = u(ns)(m)], + 5
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En passant a la limite nous avons donc :

) 2e
o) = v(m2)l, < T _fu(n)(m) — u(n)(m)], + =
<€+26 €<
S-ot+—=5<c¢
6 6 2

Ceci montre donc que v est une suite de Cauchy dans Q pour Hp, en
d’autres mots v € Ch(p, Q). Nous allons donc pouvoir considérer I’élément

[v] € Qp.

Montrons enfin que = converge vers [v].
Soit € > 0.
v étant de Cauchy nous avons :

N, € N, Vny,ng > Ny, [v(n1) — v(ng)|, < i

Soit Ny tel que NLQ <7
Soit n > N et m > N.
Nous avons alors :

[u(n)(m) = v(m)], = [u(n)(m) — v(n) +v(n) = v(m)|,
< Ju(n)(m) = v(n)], + [v(n) = v(m)],
1 € 1 € € € €
RTINS I I

Ainsi en passant a la limite nous obtenons :

Jim_fu(n)(m) = v(m)], <

De plus par définition nous avons

i u(n)(m) — v(m)], =

Ainsi nous avons lim z(n) = [v].
n—+00




46 CHAPITRE 2. LES NOMBRES P-ADIQUES

]

2.2 Representation des elements de Q,

Nous avons construit @, cependant les éléments de @, sont des classes d’équivalence
de suites de Cauchy, ce qui rend leur manipulation assez délicate. Nous allons
donc dans cette section voir une fagon plus agréable de décrire les éléments de
Q,. Rappelons nous que pour décrire les éléments de R nous utilisons 1’écriture

décimale par exemple un nombre x € R peut d’écrire x = a + 0.2(1)z(2) ...
+00 .

avec a € N et z(i) € [0;9]. Formellement nous avons x = a + > _x(#)107",
i=0

nous allons voir qu’il y a une formule analogue dans Q,,.

Définition 2.2.1:

Définissons le morphisme de corps suivant qui permet d’injecter Q dans

Qp.
t:Q—Q,

x — [x1]
Remarquons que pour x € Q nous avons :

((@)lg, = lelll, = lim |zl(n)], = lim ||, = |al,

n—-+0o00 n—-+o00

Lemme 2.2.2:

Soit z € Q avec |z], < 1 alors :

3e € [0;p = 1], |z =], <p~'
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Preuve :

Nous avons Ja,b € Z,r = § avec pged(a, b) = 1, de plus nous avons :

;
= —v,(a) + () <0
= 0,(b) < vy(a)

~

— p_vp<%) — p_vp(a)+vp(b) <1
p

Ainsi la condition pged(a,b) = 1 impose = v,(b) = 0 et donc pged(b, p) =
1. En utilisant le fait que Z est principal nous avons (b) 4+ (p) = 1 donc :

Ju,v € Z,ub+vp =1

Posons n = au.
Nous avons alors :

< |vpl, = [vl, [pl,

<|pl, =p~"W =p~!

Considérons ensuite la division euclidienne de n par p :
dm,c € Z,n=mp+cet ce [0;p—1]

Il nous suffit alors de vérifier que ¢ vérifie les conditions voulues :

[z —c|, = [z —mp—c+mp|, =z —n+mpl,

< max(|lz —nl,, |mp|,) < max(p~!,p ) =p~

D’ou le résultat.
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Lemme 2.2.3:

Soit € Qy, [z]g < 1 alors :

Ja € [0;p — 1], |z — v(a)lg, <p~*

Preuve :

Soit u € x, nous avons alors par définition :

2lg, = Ilullg, = lim_ [u(n)], <1

n—-+o00

u étant une suite de Cauchy nous savons aussi que :
N € N,Vny,ng > N, u(ng) — u(ng)|, < p !

Montrons que Vn > N, |u(n)| < 1, soit n,m > N, calculons :

p

[u(n)l, = lu(n) = u(m) +u(m)],
max(|u(n) —u(m)|,, lu(m)],)
|

max(p ", [u(m)],)

Ainsi en passant a la limite sur m nous avons :

<
<

. —1
u(w, < lim_max(p, [u(m)])

< max(p !

im_u(m)],)

=max(p 1) =1

Posons y = u(N) € Q, nous avons en particulier que [y|, < 1 ainsi nous
pouvons appliquer le lemme [2.2.2] pour obtenir :

Ja € [0;p— 1], ly —a, <
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Soit n > N il nous suffit alors de calculer :

lu(n) —al, = |u(n) — uw(N) +u(N) — al,
= |u(n) —u(N) +y —al,
< max(|u(n) — u(N)|,, |y — al,)
<max(p',p ') =p!

[u—al]lg,
= lim _|u(n) —al(n)|,
<p!

Lemme 2.2./:

Soit a € [—(p — 1);p — 1]V alors :

ZL(a(n))L(p)” =0=VneN,an) =0
n=0

Preuve :

Posons F = {n € N | Vk < n,a(k) = 0}.
Soit n € E.
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Supposons que a(n) # 0, nous avons alors :

k=0 k=n
= ¢(p)" <L(a(n)) + ) b(a(k))b(p)k”>
k=n+1

Et ainsi nous avons :

—+00

L(p)" (é(a(n)) + L(a(k))L(P)kn>

k=n+1

Qp

d(a(n) + Y ula(k))e(p)*"

k=n-+1

= [t(p)"lq,
Q,

)

Nous savons que a(n) € [—(p—1); p—1] donc a(n) & (p) ainsi [¢(a(n))|g, =

d(a(n) + Y ula(k))e(p)*"

k=n+1

= p_n

Qp
+00

> wlalk))e(p)"

k=n+1

>p " (Ib(a(n))I@p -

la(n)], = 1. D’autre part pour N > n + 1 nous avons :

N N
> wa(k))up) =1 ( > a(’{)]ﬁ'“”)

k=n-+1 k=n+1
N
—y <p Z a(k)pk(n+1)>
k=n+1
Ainsi nous avons :
N
> alk)p* " € (p)
k=n+1
Et donc
N
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Ainsi nous pouvons calculer :

~+00 N
> ak)p) | = im > wa(k)u(p)
—+o00
k=n+1 Q, k=n+1 Qp
N
o . k—n
= Jim | o(a(k))u(p)
k=n+1 Q,
N
_ : k—n
(S0
k=n+1 Q,
N
. . k—n
- N1—1>I—I|—loo Z a<k)p
k=n+1 p
<p!
Ainsi nous obtenons :
+00
(a(n)lg, — | D walk)up)™ =1-p'>0
k=n+1 Q,
Et donc :
+oo
> wa(k)ep)t| >0
k=0 Q,

Nous avons donc montré que :

a(n) £ 0= 3 alk)(p) £ 0

Ainsi par contraposée a(n) = 0 et donc n + 1 € N. Nous avons également
0 € E,donc N C E, dou

Vn € Nya(n) =0

[]
Grace a ces lemmes nous allons pouvoir établir le résultat important de cette
section qui est le théoreme suivant.
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Théoréeme 2.2.5:

Soit € Qy, [z]g < 1 alors :

+00

la € [0;p — 1]]N,93 = Zb(a(n))L(P)n

n=0

Preuve :

Commencons par montrer 1’existence.
Construisons une telle suite a € [0;p — 1] par récurrence. D’apres le
lemme [2.2.3| nous savons que :
Je e [0;p = 1], |z — 1(c)|g, <P~
Posons alors a(0) = c.
Soit n € N, définissons maintenant a(n + 1) en sachant que nous avons :

x— Yy a(d)u(p) Sy

1=0

<P

Qp

Considérons 'élément :
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Ensuite remarquons que nous avons :

v — 3u(a(i))ulp)’

1=0

|y|@p - L(p)nH
Qp

x — > u(a(i))(p)’
o 1=0 Q,

|e(p)"+1]

x — > u(a(i))(p)’
- 1=0 Q,
- D (n+1)

—(n+1)
<l __ -1

p_(TH‘ )

o3

Nous pouvons ainsi appliquer le lemme a 'élément y € Q, pour

obtenir :
3d € [0;p— 1], |y — u(d)], <p~*

Posons a(n + 1) = d nous avons alors :

x — ZL(CL(Z))L(}))Z = |x — Zb(a(i))b(l))i — u(d)u(p™th)
i=0 Q, =0 Qp
(- Sty
= |u(p) L(p") — u(d)
Qp

_ ‘L p n+1 {Qp
- \Lp"“rQ o o,
< )] 7t =T =l

La suite a est donc bien définie par récurrence et de plus en passant a la
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limite nous avons :

nl_gloo r— Y lai))e(p) < nl_lgloo =0
i=0 Q,
D’ou :
n ‘ +00 _
i, > Halp)' = 3 ualiutp) ==

Ce qui conclut l'existence de la suite a € [0;p — 1]V,

Enfin montrons 'unicité. Soit a,b € [0;p — 1]N avec :

Zb(a(z))b(p)i = u(b(i))u(p)’

Nous avons alors :
+o00

> ilali) = bi)ulp) =0

i € N,a(i) — b(i) € [~(p — 1);p — 1]
En utilisant le lemme [2.2.4] nous avons alors :
Vi € Nya(i) — b(i)

= Vi e N,a(i) =b(i
=a=2>b

0
)

]
Dans la suite afin d’alléger les notations nous allons identifier le corps Q
au sous corps ¢(Q) de Q,, c’est a dire que pour € QQ nous noterons = €
Q, au lieu de «(z) € Q,. Mais ceci peut étre fait de maniere totalement
rigoureuse en utilisant la technique de transport de structure c’est a dire de
considérer 'ensemble ((Q,\¢(Q)) x {Q})UQ et d’y transporter les opérations
+,., H@p de maniere adaptée. Ici le produit avec le produit cartésien avec
le singleton {Q} sert a forcer I'union disjointe méme si dans notre cas ce
n’est pas nécessaire. Nous allons également noter |-|g par |-|, car nous allons
essentiellement travailler sur Q, dans ce qui suit.
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Terminons cette section en définissant les entiers p-adiques qui auront un role
tres important dans la suite.

Définition 2.2.6:

Définissons Z,, par le sous-anneau suivant :

Zp:{xe(@p

al, <1}

2.3 Topologie de Q,

Dans cette section nous allons étudier la topologie de Q, et voir quelques
résultats qui seront utiles pour la suite.

Proposition 2.3.1:

Les boules ouvertes de @, sont des fermées et les boules fermées de Q,
sont des boules ouvertes.

Lemme 2.3.2:

Considérons les applications suivantes :

+:Q, xQ, — Q,
(z,y) — 2 +y

¢+:@p—>(@p

r+— —X

QyxQ, — Q,

(z,y) — xy
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¢XQ;—>@;

xr—>x_1

Ces applications sont alors continues par les topologies obtenues a partir
de celle de Q,.

Nous avons alors ce corollaire qui en découle de maniere immédiate du lemme
précédent.

Définition 2.3.3:

Soit (G, ) une groupe muni d’une topologie 7 (G), posons l'application
suivante :

g:G— G
gr—r g

Alors définissons :

G est un groupe topologique
<~
- est continue sur G X GG et g est continue sur GG

Corollaire 2.3.4:

Q; et Q, sont des groupes topologiques.

Lemme 2.3.5:
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Munissons [0; p— 1] de la topologie discrete et considérons ’application
filosp—1" — @,

400
a+— Za(n)p”
n=0

Alors f([0;p — 1]N) =Z, et f est continue.

Preuve :

Soit x € Z,, soit r > 0.
D’apres le théoreme nous savons que :

—+00

Jla € [0;p — 1]V, z = Za(n)p"

n=0

En d’autres mots, x = f(a), cherchons alors un voisinage V' de a tel que
f(V) C B(z,r). Soit N € N tel que p~¥ < r considérons alors I'ouvert de
[0; p — 1]N suivant :

V= (H {a(n)}> X (H[[O;p— 1]])
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V' est bien un voisinage de a, soit b € V nous avons alors :

F(b) = F(a)l, = D> _bn)p" = a(n)p"
n=0 n=0 P
= > _(b(n) — a(n))p"
=D (b(n) — a(n))p"
=PV (b(n) — a(n))p" "
— p"], |3 (b(n) — a(m))p"N
n=N p
=p M| > (b(n) — a(n))p" "
n=N P
Soit M > N nous avons alors Jio (b(n) — a(n))p" N € Z et donc :
S (n) — a(m))p" | <1
n=N p
Ainsi en passant a la limite :
> (00n) — aln))p" | = | Jim S (b(m) — a(m))p
= Jim | 00n) — am)p
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Ainsi nous obtenons alors :

<p_N<r

Et donc f(b) € B(a,r), nous avons donc montrés que f(V) C B(a,r) ce
qui montre que f est continue.

Corollaire 2.3.6 :

Z,, est une partie compact de Q,.

Dans la suite nous allons utiliser le théoreme de Tykhonov qui dit que tout
produit méme infini de compacts est compact. Le lecteur intéresse pourra
aller voir le livre [5] qui contient la preuve.

Preuve :

Par le théoréme de Tykhonov, [0;p — 1]V est compact et en posant
flop—1" — Q,

+00
a+— Za(n)p“
n=0

nous savons que f est continue donc f([0;p — 1]) = Z,, est compact.
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Proposition 2.3.7:

Z,, est ouvert dans Q,.

Preuve :

Il suffit de remarquer que Z, = B(0,p) = {az cQ, ’ |z], < p}. B(0,p)
étant une boule ouverte nous obtenons directement le résultat.

]
Corollaire 2.3.8:
Q, est localement compact.
Preuve :
Soit x € Q.
Il suffit alors de remarquer que x + Z, est un voisinage compact de x.
[]

2.4 Mesures sur Q,

Maintenant que nous savons que Q, est localement compact et donc que les
groupes Q; et Q) sont localement compacts nous allons pouvoir y faire de
I'intégration. Dans cette section nous allons alors introduire plusieurs mesures
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qui seront utiles pour définir plusieurs notions sur Q, telles que la transformée
de Fourrier.

Ici nous allons utiliser la notion de mesure de Haar, celle ci est définie sur
tous les groupes localement compacts. Nous savons que pour un groupe lo-
calement compact il y a une unique mesure de Haar définie a une constante
multiplicative pres. De plus les mesures de Haar sont caractérisées par le fait
qu’elles sont invariantes par translations, par exemple A\ est une mesure de
Haar pour le groupe R™. Pour construire une telle mesure nous avons besoin
du théoreme de représentation de Riesz qui est démontré dans le livre [4].
Ensuite pour avoir une définition rigoureuse de ce qu’est une mesure de Haar
ainsi que la preuve de sont existence et unicité le lecteur est invité a aller voir
la preuve qui est faite dans le livre [6].

Définition 2.4.1:

_|_
Q, est un groupe localement compact, nous pouvons alors poser p,
comme étant 1'unique mesure de Haar sur Q; vérifiant :

pp(Zp) =1

Proposition 2.4.2:

Soit n € N nous avons alors :

tp(p"Zy) =p"

Preuve :

Montrons le résultat par récurrence.
L’initialisation est triviale car par définition de 1, nous avons deja p,(Z,) =
1=

Supposons maintenant que nous avons fu,(p"Z,) = p~"

et montrons que
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1, (p"1Z,) = p~ Y. Commencons par remarquer que :
p—1
Zy=| |(a+pZ,)
a=0
Ainsi nous avons alors :
p—1 p—1
p"Zy =1"| |(a+pZ,) = | |(p"a+p""'Z,)
a=0 a=0

p1p étant une mesure de Haar sur Q) et I'union étant disjointe nous avons
alors :

p—1

pp(P"Ly) = :Up(l_l (p"a + pn+1Zp))

a=0
-1

up(pna _l_pn+1Zp)

3

I
"
LL

Hop (pn—HZp)

(P Zy)

o

Ainsi nous avons :

pﬂp(pnﬂzp) = wp(p"Zy) =p"
— Mp(anrlZp) _ p*(n+1)

D’ou le résultat par récurrence.

Proposition 2.4.3:

Soit n € Z nous avons alors :

—-n

pp(P"Zy) = p
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Définition 2.4.4:

Sur Q définissons la mesure suivante sur B(Q,)

x P Hp
Hop p—al

ou B(Q,) est la tribu borélienne de Q.

Proposition 2.4.5:

Preuve :

p—1
X __
Remarquons que nous avons Zp = |_| (a + pr> nous pouvons alors com-

mencer par calculer :
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De plus remarquons que x € Z,; = |z|, = 1 ainsi nous pouvons calculer :

/ P s @)

- / D g (@) ()

p—1
Qp
P
= [ Lzz(2)dpy(2)
Qp
p X
= Eﬂp(zp) =1

Définition 2.4.6:

Soit a € Q,n € Z et posons A(a,n) = a + p"Z, alors nous définissons :
A(a,n) est un p-ouvert < v,(a) <n

Remarquons que Vx € A(a,n),|z|, = |a|,. Posons également PO(Q))
comme ¢tant I'ensemble des p-ouverts de Q,,.

Lemme 2.4.7:

Soit a € Q, k € Z tels que A(a, k) est un p-ouvert alors nous avons alors :

—n

L. p, (A(a,n)) = ]|;—|p
2. Vb e Qy, uy (bA(a,n)) = py(A(a,n))

Preuve :




2.4. MESURES SUR Qp 65

Commencons par montrer le premier point.
n _ .
Remarquons que Vx € a + p"Z,, |z|, = |a|,, nous avons alors :

n 1
IM; (CL —|-p Zp) = /]la_,_p?LZP(Q?)ZE—

dﬂp(x)
2],
Qp

Montrons maintenant le deuxieme point.
Soit b € Qy, et k tel que |b], = p~*.
Nous avons alors bA(a,n) = A(ba,n + k) qui reste un p-ouvert. En re-

marquant que Vz € A(ba,n + k), |z|, = |bal, nous avons grace au premier
point :

b (bA(a,m) = 2 (Alba,m + k)
B p—(n+k‘)
|ab),
—(n+k)

_ p
|al, [b1,
p—(n+k)

~al,p*
p" «
-7 — IUJp (A(CL, n))

lal,
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Lemme 2.4.8:

Soit U un ouvert de Q alors :

Va € Qp, iy (aU) = p; (U)

Preuve :

Posons
X = {EePO(Q,) | 3g€Q\{0},3n € Z F = Alg,n)}
Nous savons que X est une base dénombrable d’ouverts, ainsi
WV eXxNU=||V(n)
neN

En remarquant que la distance induite par || , est une distance ultramétrique,
nous savons que deux boules qui s’intersectent sont confondues d’otu 'union
disjointe. Ainsi nous avons :

i (al) ( | |V(n ) =1 <|_|aV(n)>

neN neN
=Y wi(aV(n) = X (V(n))
n=0 n=0
~i (L) =0
neN

Proposition 2.4.9:

p, est une mesure de Haar sur Q.
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Preuve :

Soit a € Q.

Considérons X = T(Q,), la topologie de Q nous savons alors que c’est
une famille contenant Q et stable par intersections finies donc c’est un
m-systeme. De plus en considérons la famille suivante :

U:N—X

n— | J'zy up 'z
k=0

Nous avons trivialement ¥n € N,U(n) CU(n +1) et p,; et Vn € N :

pr(Un) < s ("2 up*zy)
k=0

<Dy W'Zy) + wy (07 Z)
k=0

=D (1 (Z3) + 1 (Z3))

=) 2=2(n+1) < +oo
k=0

Nous avons également que UNU (n) = Q. De plus VU € X, (aU) =
ne
py (U), donc les mesures i, et py(a-) coincident sur X. En utilisant que

B(Q,) = X nous pouvons alors conclure que les mesures i et p(a-)

coincident sur B(Q,). D’ott le résultat.
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2.5 Intégration sur Q,

En utilisant la mesure j1, nous allons avoir la notion de transformée de Fourrier
sur Q.

Définition 2.5.1:

Posons A = {a € [0;p — 1]* | 3N € N,V¥n < N,a(n) =0} et posons les
applications suivantes :

h:A— Q,
a— Z a(n)p”

ne—N-1

»p:A—Q,
a— Za(n)p”

nes

Remarquons que dans h la série est en fait une somme finie. Nous savons
également que ¢ est une bijection nous pouvons alors définir I’application
A par :

A=¢ toh

L’idée ici est de définir une application similaire a 1’application ”partie
factionnaire” dans R.

La définition suivante permet d’obtenir un application similaire a exponen-
tielle complexe dans le but d’avoir un transformée de Fourrier sur Q,.

Définition 2.5.2:

Définissons ’application e, par :

ep: Q, — C
x — exp(—2imA(x))
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Définition 2.5.3:

Soit f € L£}(Q,) alors définissons sa transformée de Fourrier f e R
par :

Et posons également :

F(Qp) = {f € £1(Q,) ’ f est continue et f € El(Qp)}

Proposition 2.5.4:

Nous avons 1z, = 1z,.

Preuve :

Si x € Z, nous avons :

—~

lz,(z) = / 1z, (y)ep(—zy)duy(y)

Donc z € Z, = ]I/Z\p(x) = 1. 5i z € Z, a 'aide de l'invariance par transla-
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tions de p, nous pouvons alors calculer :

7. (z) = / 12, (y)ep(—y)dpsy ()

QP

_ / Iz, (y + Dep(—2(y + 1)) duy(y)
Qpt1

= /]1Zp(as)ep(—a:y)ep(—ilf)dﬂp(y)
QP

— ep(—x)/]lzp(x)ep(—xy)dﬂp(y)

Qp
Ainsi nous obtenons :

/ 1, (9)es(—2y)duy(y) = ep(—2) / 12, (2)ep(—2y)dpip(y)

Qp QP

= (1 ey=2) [ 1, (0)ey(~0)dm(y) = 0

Qp

Et en utilisant = ¢ Z, = e,(—x) # 1 nous avons alors :

12, @) t) =0

Qp

Donc x ¢ Z, = 1z, () = 0, nous avons donc montré que 1z = 1z .

Théoréeme 2.5.5:

Soit f € F1(Q,) alors :

vz € Q,, f(z) = f(~2)
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Preuve :

D’apres le livre [6] savons déja que 3C' € Q,, Vo € Q,, f(x) = C’f(—x), il
nous suffit alors de vérifier que C' = 1 sur une fonction test. Il nous suffit
de remarquer que Z, ¢tant ouvert et fermé dans Q,, 1z, est alors continue
et 1z, € B'(Q,), et nous avons :

Iz, =1z,

Définition 2.5.6:

Soit f € FH(Q,) telle que :
Vs €10, +oof, f |, € £1(Q) et fI]; € £1(Qy)
Alors définissons la fonction &; par :
& H—C
s [ 1@ el iy @

Qp

Avec H = {z € C | R(z) > 0}.

Proposition 2.5.7:

Soit s € H, nous avons alors :

€, () = 1=
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Preuve :

S
Commencons par remarquer que Z, est un compact de Q, donc 1z || p st
une fonction continue a support compact. Nous avons donc Vs €]0, +00] :

1z, ||, € £1(Q;)
1z, |-|) =1z, |]; € £1(Q))
Soit © € H, en utilisant que Z, = || p"Z, nous pouvons calculer en

neN
utilisant le théoreme de convergence dominée :

64, (5) = [z, el i (@

Q

- / 1y @ el @
/Zﬂ w2 (o) bl i ()
—f/ 1z (2) s ()
ff/ 25 @) (@

—+00

_ Zp ns >< Z(p—s)n

n=0
Nous avons également que s € H et donc |[p~*| < 1 et nous obtenons

+00

(s)=> ()"

n=0
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Chapitre 3

L’anneau adélique Ag

Introduction

Dans ce chapitre nous allons unifier ce qui a été fait sur R et sur Q, d'un
point de vue algébrique et analytique en créant un objet contenant toutes
les informations de R et @Q, que 'on notera Ag. Dans ce document nous
noterons A au lieu de Ag pour raccourcir les notations mais ce concept peut
se généraliser pour des corps plus généraux d’ou l'intérét pour un corps k de
noter Ay pour éviter les confusions. Bien évidement nous ne travaillons que
sur Q donc nous n’aurons pas a faire a de telles confusions.

3.1 Construction de A

Définition 3.1.1:

Soit I un ensemble et P(n) une proposition alors définissons :

pp.—i€l,Pln)<{iel|—-P(i)} est fini

75
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Ce qui signifie que la proposition P est vérifiée pour presque tout n € N.

Pour avoir des notations cohérentes introduisons également la notations sui-
vantes :

Définition 3.1.2:

Nous savons que si nous complétons Q en utilisant |- nous obtenons
R, posons alors :

Q=R
Lo =7
lhoo = A la mesure de Lebesgue sur R
Hoo = rLTw

En utilisant ces notations nous pouvons maintenant définir A.

Définition 3.1.3:

Posons tout d’abord posons P comme étant 1’ensemble des nombres pre-
miers et Py, = {oco} UP. Nous pouvons alors définir :

A=<{ac [[Q |pp. —pEPx alp) €Z,
PEPoo

En munissant A des lois +,- de maniere canonique nous obtenons un
anneau. Et on appelle ideles I’ensemble A ™.

Proposition 3.1.4:
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A contient un sous corps isomorphe a Q via le morphisme suivant :

t: Q — A

q +—— PEPs

p = q

Tout comme pour Q, nous allons identifier Q a ¢«(Q) C A, a nouveau nous
pouvons faire ceci rigoureusement en utilisant la méthode de transport de
structure.

Définition 3.1.5:

Soit E un ensemble et G un groupe agissant sur E, pour D € Z(FE)
nous définissons :

D est un domaine fondamental < Vo € E,dg € G,3ld € D,x = g.d

Nous allons trouver un domaine fondamentale de A pour 'action par multi-
plication de QQ car cela permettra de partitionner A et ensuite nous ferons de
meéme pour A* et Q.

Lemme 3.1.6:

Soit I € &(P) un ensemble fini de nombres premiers, soit
a € HZp
pel

alors :
Ve > 0,Ja € Z,Vp € I, |a — a(p)|, <€

Preuve :



78 CHAPITRE 3. L’ANNEAU ADELIQUE Ag

Soit € > 0.
Soit p € I, nous savons que Z est dense dans 7Z, ainsi nous savons que
Jb(p) € Z, |b(p) — a(p)|, < €. Posons ensuite

k:I—N
pr— min({n € N\ {0} | p™" <€})

et remarquons que :

aneLp#qj<ﬁ@>+<f@>=ﬂ)

C’est a dire a dire que ces idéaux sont premiers entre eux. Nous pouvons
alors appliquer le théoreme des restes chinois pour ainsi obtenir :

da € Z,Vp € 1, [Oz]pk(m = [b(p)]pk(m

Ici pour = € Z, [z], désigne la classe de x dans Z\pZ.

Soit p € 1.

Nous avons alors [a] ke = [b(p)] s = 3 € Z, a = b(p) + p¥), ainsi nous
pouvons calculer :

Ia—dmu=b@%Hﬁ@—a@h

k(p)

)

< max(|b(p) — a’(p)‘p7

= max(|b(p) — a(p)], p )
< max(€, €) =€

Donc 1’élément o convient.

Lemme 3.1.7:
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Soit I € &(P) un ensemble fini de nombres premiers, soit
a € H@p
pel

alors :
Ve>0,Ja € Q,Yp € I, |a —a(p)|, <e

Vp € P\I,v ¢ (p)

De plus soit u,v € Z avec pged(u,v) = 1 et tels que o = =, alors :

79

Preuve :

Soit € > 0.
Essayons de revenir au cas du lemme [3.1.6} pour cela posons

k:1 —N
p+— min({n € N | p"a(n) € Z,})

et considérons alors 1’élément :

A\ = Hpk(p)

pel
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Ainsi en posant b = \a nous avons alors :

Vp € L [b(p), = |Xa(p)l,

ge1\{p}
<l1=1

Donc Vp € I,b(p) € Z,. Posons 8 = min(|A|)) nous pouvons alors obtenir

pel

le lemme pour obtenir :
Iy € Z,Vp € I,|y = bp)], < Be

0

Posons alors o = 7, pour p € I nous avons alors :

o= a0, = |3 —atn)] = |50 - )|
1
= W v — a(p)|p
1
< lﬁe =€
5

De plus nous avons v,A € Z avec a = 1 et Vp € P\I,\ € (p) ce qui

conclut la preuve.
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Théoréeme 3.1.8:

Le groupe Q7 agit sur A, un domaine fondamental pour cette action
est :

Dt =[0;1[x] ]z,
peP

Preuve :

Il suffit d’utiliser les lemmes précédents, pour le détail de la preuve le
lecteur est invité a aller voir le livre [1J.

Théoréme 3.1.9:

Le groupe Q* agit sur A*, un domaine fondamental pour cette action
est :

D* =]0; +oo[x | [ 2}

peP

Preuve :

Soit a € A*, montrons que da € Q*,d!ld € D*,a = qd. Commencons par
poser :

J:{pEP}a(p)QZZ;}

Par construction de A nous savons que J est fini.
Soit p € J, nous savons alors 3l € 7Z, |pla(p)‘p = 1, posons alors k(p) = .
Considérons alors 1’élément :

8= Hpk(p)

peJ
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De plus posons § € {1,—1} tel que 6 = 1 < a(oo) = 0. Posons alors
d = 0fa € A et montrons que d € D*. Soit p € P \ J nous pouvons alors
calculer :

58a(p)l, = 18a(p)], = |a(m) ][4

qeJ

p
p)l, H‘q =
qeJ
Et pour p € J nous avons :
58a(p)l, = |Ba(p)l, = |a(p)] [¢"”
qeJ »
_ a(p)pk(p) —[ qk(q)
€y |,
—|a@p®| | TT ¢@
Uleenty |,

Ainsi Vp € P,d(p) € Z,), de plus par définition de J nous savons que
d(oo) €]0; +oo], ainsi d E D*. Et en posant a = % € Q* nous avons

a = ad. Ainsi nous avons montré que :
Vae A", Ja e Q*,dd € D*,a = ad

Il nous reste a montrer 'unicité de d. Soit aq, s € Q* et dyi,dy € D™ tels
que :
a1d; = andy
Nous avons alors :
di
ds N an




3.1. CONSTRUCTION DE A 83

Soit p € P, nous avons alors :

di(p)
da(p)

_ d2(p)],,
,  ldi(p)l,

a1, oo étant dans Q™ nous avons alors :

a3 .

Ozlp

—(Up(O2 ) —Vy( 1 _&2
p~(orla2)=vplen)) — |22 0

p

= vp() — vp(az) =0

= vp(a1) = vy(an)

a7

De plus du,v € Z tels que :

o = qu”p(al)

peP

Qy = UHpUp(O‘Z) — vaUp(al)

peP peP

Ainsi nous avons 22 = ¢ € Z* = {1,—1}. Nous pouvons conclure en

a1 u
utilisant :
a9 . dl(OO)

03] a dg(OO)

>0

Donc nous avons © = 1 et ainsi g—f = 1, partir de ceci nous obtenons alors
I'unicité de d :

i _ o _
ds an
= d; = do

Définition 3.1.10:
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Définissons |-| sur A par :
| : A — R
ar— 11 lat)l,

PEPso

Remarquons que ce produit est en fait fini par définition de A et que
Ve e Q% |z| = 1.

L’ensemble suivant sera utile pour certains calculs, il s’agit des adeles norma-
lisés.

Définition 3.1.11:

Définissons A = {a € A | |a| = 1}.

Nous avons également une injection de R dans un sous corps de A donnée par
la proposition suivante.

Proposition 3.1.12:

L’application suivante une morphisme de corps :

p:R— A
)
¢(x):7300 ? U@p
PEPo
= < {xsip—oo
p )
1 sinon
\

Le lemme suivant nous permet alors de ramener certains calculs de A* sur
]0; +o0o[x AL

Proposition 3.1.13:

L’application suivante définit un morphisme de groupes entre A* et
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]0; +o0[x Al :

© :]0; +oo[x Al — A~
(t,a) — ¢(t)a

Etant donné que nous avons un domaine fondamental pour A* nous pouvons
alors en construire un pour A', d’ou le lemme suivant.

Lemme 3.1.14:

Le groupe Q* agit sur A, un domaine fondamental pour cette action
est :
1 _ X 1 _ X
D'=D*nA'={1} x ||z
peP

3.2 Topologie de A

Nous allons maintenant munir A d’une topologie de telle sorte a ce que A soit
localement compact afin d’y obtenir une mesure de Haar. De plus nous sou-
haitons que cette topologie soit liée a celles de R et QQ, pour que les résultats
d’analyse établis sur ces corps se transportent sur A.

Définition 3.2.1:

Définissons la topologie de A comme étant la topologie engendrée par la
famille suivante :

E=U€ HT(Qp) pp-—p€P,U(p) =17,

PEP

C’est a dire T(A) = 7(E).
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Proposition 3.2.2:

A est localement compact.

Preuve :

Soit a € A.

Posons I = {p € P | a(p) € Z,}, par définition de A, I est fini. De plus
nous savons que R est localement compact donc 3V un voisinage compact
de a(o00). Nous pouvons alors considérer :

U=V x H(a(p) + Z,)

En remarquant que a(p) € Z, = a(p) + Z, = Z, nous avons alors que
U € T(A) et par le théoreme de Tykhonov, U est compact de plus nous
avons bien a € U.

Définition 3.2.3:

Définissons la topologie de A* comme étant la topologie engendrée par
la famille suivante :

E=qUe || T@)|pp.—peP,Ulp) =2

PEP

C’est a dire T(A) = 7(E).

Remarquons que la topologie induite par A et celle que nous venons de définir
ne sont pas les mémes. Cependant la topologie que nous avons définie est plus
fine donc une application continue sur A restera continue sur A*.
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3.3 Mesure sur A

Nous allons maintenant définir une mesure sur A, nous souhaitons que celle-ci
soit en quelque sorte un produit infini des mesures p,. Malheureusement nous
ne pouvons pas définir un produit infini de mesures qui ne sont pas finies, mais
nous pouvons utiliser le fait que A" est localement compact pour y définir
une mesure de Haar.

Définition 3.3.1:

Sur A définissons la mesure p comme étant 'unique mesure de Haar
vérifiant :

pl0,10x]]z | =1

peP

Essayons maintenant de montrer que u vérifie les propriétés que nous voulons.
Commencons par définir une mesure dans le cas d’un produit fini.

Définition 3.3.2:

Soit I € #(Px) un ensemble fini contenant oo, alors [[ Z, est com-
PEP\L
pact donc localement compact. Nous pouvons alors définir I'unique me-

sure de Haar vy sur ( [[ Z,)" vérifiant :
PEP\I

Vr H Zp =1

PEP\L

Nous pouvons alors définir la mesure suivante qui correspond que quelque
sorte a mesure sur produit fini de Q,.
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Définition 3.3.3:

Soit [ € #(Px) un ensemble fini contenant oo définissons alors la me-

sure :
PI = ®,pr ® vy
pel

Remarquons que ici p; est bien définie car le produit est fini. De plus
nous savons qu’un produit de mesures de Haar est une mesure de Haar
sur le groupe produit donc p; est une mesure de Haar pour le groupe :

+

1@, > 1] z

pel PEP\L
Définissons également :

Er=]]ox ][ 2z

pel PEP\L

Proposition 3.3.4:

Nous avons 1'égalité suivante qui est essentielle pour les calculs. Soit
I € #(Py) un ensemble fini contenant oo nous avons alors :

pr = p(- N Ex)

Preuve :

Nous savons que py et u(- N Er) sont des mesures de Haar sur £ donc :
JC € R, pr = Cu(-N Ey)

Pour montrer que C' = 1 il nous suffit de montrer que ces mesures coincident
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sur un ensemble de mesure fini. Calculons alors :

pr([0,1] X HZP) = ®Np ® vy [0, 1] x HZP

peP pel peP

= foo([0; 1]) H tp(Zy) | vi H Ly
pel\{oo} PEP\
=1

Et d’autre part par définition de y nous avons :

pl0,x]]z | =1

peEP

D’ou I'égalité des mesures.

[]
Nous allons alors définir les ensembles suivants qui permettent alors de cal-
culer plus facilement la mesure pu.

Définition 3.3.5:

Soit n € N, définissons alors les ensembles suivants :

I, ={cc}U{peP|p<n}
H, = Ey,

Proposition 3.3.6:

Nous avons A = |J H, et Vn € N, H,, C H,1.

neN

Sur Q) nous avons défini une mesure f, a partir de la mesure p définie sur
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Q,, nous allons donc faire quelque chose qui est analogue sur A*.

Définition 3.3.7:

Définissons alors la mesure p* sur A* par :

2 :HM

Proposition 3.3.8:

Nous pouvons liée la mesure de A* a une mesure sur ]0; +oo[x Al :

Il mesure de Haar sur Al,,u;f =\ Qv

Preuve :

Il faut utiliser le fait que nous avons A* ~]0;+oo[xAl et utiliser le
théoreme de la mesure image pour obtenir le résultat.

Proposition 3.3.9:

v(DY) =1

Preuve :
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Commencons par remarquer que ¢([1;2] x D') = [1;2] x [] Z¥, nous avons
peP
alors :

vy([1;2] x A') = X @v([1;2] x D)
= N([L:2))w(DY)

De plus nous avons :

V3 ([1:2) x Al) = 7 (p([1;2) x AD)

=v* | 12 x [ ]2

peP

=AM ([1:2])

D’on v(D1) = 1.

3.4 Intégration sur A

Pour terminer ce chapitre nous allons établir quelques résultats permettant
de calculer plus facilement des intégrales sur A.

Lemme 3.4.1:

Soit f € L}(A) une fonction intégrable nous avons alors :

n——400
A

/ oy = on [ T (@) des)

Preuve :
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Posons

g:N— C*
n+— 1y f

remarquons qu’il s’agit d’une suite de fonctions mesurables telle que :

vn €N, [g(n)] < |f]
Ve e A, lim g(n)(z) = f(z)

n—-+00

Ainsi nous pouvons appliquer le théoréeme de convergence dominée pour
obtenir :

n—-+o0o
A

/ F (@) dpu(z) = / lim 1, (2)f (2)du(z)
A

— lim [ 14,(2)f(2)du()

n—-+00
A

Définition 3.4.2:

Soit f € C* une fonction nous définirons alors :

f est une fonction produit sur A de décomposition g
-~

1 p.p.—p € P,g9(p)(Zy) = {1}
Jge [ L1Q)INEQ).{ vz e fz) = TT 90)=®))

PEPs PEPs

Ici €(Q,) est 'ensemble des fonctions continues de Q, dans C.
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Proposition 3.4.3:

Soit f une fonction produit sur A alors f est continue.

Preuve :

Soit a € A et g la décomposition de f. Par construction de A nous savons
que I ={p e P | alp) € Zy} est fini. Nous pouvons ainsi poser :

n = max(/)
Et nous avons alors a € H,, il nous suffit alors de remarquer que :
Vo € Hy, f(z) = ] [9(n)(2)
pel

Donc sur H,, f est un produit fini de fonctions continues donc est continue
sur H, qui est un voisinage ouvert de x. f est au continue au voisinage de
chaque point donc est continue sur A.

Corollaire 3.4.4 :

Une fonction produit sur A est mesurable.

Preuve :

Une fonction produit sur A est continue et les fonctions continues sont
mesurables.
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Lemme 3.4.5:

Soit f une fonction produit sur A et g sa décomposition. Soit n € N
nous avons alors :

/]1Hn( H/ x)dp,(z

A pEInQ

Preuve :

Posons I = 1,,.

Nous allons appliquer le théoreme de Fubini-Lebesgue pour cela com-
mencons par montrer que 1y f € L'(A). Pour cela nous pouvons appliquer
le théoreme de Fubini-Tolleni pour obtenir :

/ 1,0 f(@)] duta) = [ |t (@[ Joo) @)

A pel

=/:—[\g )| dpi(x)
H%pel

:/H\g Dd | Quy | © vila)
H-pel pel

| [ Il i) | | T 2,

e pel pel PEP\I
- / TT19) ()] 4Rt ()
pel pel
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De plus par définition de fonction produit sur A nous savons que :

Vp € P, 9(p) € LN(Q))

Et I étant fini nous avons bien :

/mH Dl dite) = TT [ 100)@)] diy(a) < +o¢

pGIQp

Ainsi nous avons montrés que 1y, f € L'(A), nous pouvons alors appliquer
le théoreme de Fubini-Lebesgue pour obtenir :

Jin@s@in) = [t @)

A A pel
- / TTo()@)dpr(x)
- / o0 @) | Ruy | © vilx)
Hpel pel
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Théoréme 3.4.6:

Soit f une fonction produit sur A de décomposition g telle que :

ngglool_[/lg z)| dpp() < +00

peInQ

Preuve :

Nous allons commencer par montrer que f € £1(A), pour ceci nous pou-
vons appliquer le théoreme de Beppo-Levi pour obtenir :

n—+00

/ F@) dua) = tim [ Lo (@) [F@)] du(o)
A

ngrfooH/IQ )| dpy(w) < 400

pEInQ

Donc nous avons bien f € L'(A) ce qui nous permet alors d’appliquer les
lemmes [3.4.1] et [3.4.5| pour obtenir le résultat :

n—>+oo

- HEIEOOH [t

p€I7LQ

[ f@nt) = tim_ [ 15, (0) 1))

]
Pour terminer cette section munissons £1(A) d'une transformée de Fourrier.
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Définition 3.4.7:

Définissons sur A I'application :

e: A —C

a— ]] eal)

PEPoo

Remarquons a nouveau que par définition de A le produit est fini.

Définition 3.4.8:

Soit f € L£L1(A) définissons alors la transformée de Fourrier de f notée f
par :

Posons également :

F(A) = {f c L1(A) ‘ f est continue et f € El(A)}

Nous pouvons alors appliquer la théorie de Fourrier des groupes localement
compacts sur AT pour obtenir le résultat suivant.

Théoréeme 3.4.9:

Pour f € F'(A) nous avons alors

Va € A, f(a) = f(~a)

Preuve :
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Ici a nouveau la preuve utilise la théorie de la transformée de Fourrier sur
les groupes localement compacts qui est détaillé dans le livre [6].



Chapitre 4

L’équation fonctionnelle
adélique

Introduction

Ce chapitre contient le résultat essentiel de ce document, c’est a dire com-
ment établir I’équation fonctionnelle de la fonction zéta Riemann a partir de
la théorie de l'intégration sur A. Nous allons méme avoir un résultat plus
général mais nous ne développerons que ce cas particulier. Il se trouve que
établir ’équation fonctionnelle est tres similaire a ce qui est fait en utilisant
I’analyse complexe classique, c’est a dire que nous allons utiliser un argument
qui généralise la formule de Poisson.

4.1 Formule de Poisson

Sur R la formule de Poisson lie la transformée de Fourrier a la série de
Fourrier, la série de Fourrier étant valable pour des fonctions suffisamment
régulieres et 1-périodiques. Nous allons donc devoir définir ce qu’est une fonc-
tion périodique sur A. Remarquons que pour une fonction 1-périodique sur
R nous avons Vo € R,Vk € Z, f(x + k) = f(x). En remarquant que Z est
un réseau dans R et que Q est un réseau dans A nous pouvons par analogie

99
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obtenir la définition suivante :

Définition 4.1.1:

Soit f € C* une fonction, définissons alors :

f est periodique sur A < Va € A, Vg € Q, f(a+ q) = f(a)

Remarquons que [0, 1] est un domaine fondamental de R pour Z sous 'action
induite par +. Ainsi en considérant le domaine fondamental D" le domaine
fondamental de A pour Q sous l'action de 4+ nous pouvons alors définir a
nouveau par analogie a la série de Fourrier I'objet suivant.

Définition 4.1.2:

Soit f € £1(A) une fonction périodique sur A posons alors :

Lemme 4.1.3:

Soit f une fonction continue et périodique sur A telle que ) |Sy(z)| <
zeQ
+00, nous avons alors :

Va € A, f(x) = ZSf(x)e(aa:)
reQ

Preuve :
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Ce lemme sera admis, le résultat vient de la théorie de la transformée de
Fourrier sur les groupes localement compactes. La formule est en faite la
formule d’inversion de Fourrier pour le groupe A/Q. A nouveau pour avoir
un preuve complete le lecteur peut aller voir le livre [6].

Lemme 4.1.4:

Soit f € L£1(A) une fonction continue, posons :

9:Q— L'(A)
r+— f(-+ )

Alors si ) g(x) converge uniformément sur D*, en posant ¢ = > g(x),
zeQ zeQ
¢ est continue périodique sur A et nous avons :

A

Ve € Q, f(z) = Sy(x)

Ici la série Y g(z) est a voir au sens des familles sommables.
zeQ

Preuve :

Nous pouvons remarquer par un calcul direct que ¢ est périodique sur A
et sa continue vient de la convergence uniforme.
Soit = € Q.

D7 étant des mesure finie, la converge uniforme de > g(z) nous permet
zeQ
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alors d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour ainsi obtenir :

/cb (—za)dp(a)

Nous pouvons utiliser le fait que p est une mesure de Haar sur A pour
faire un changement de variable et ainsi obtenir :

=Y [ £+ pe(-sa)dnto)

En sachant que zy € QQ nous avons alors e(xy) = 1. De plus nous savons

que A = | | (y + D™), nous obtenons ainsi :
yeQ

Sile) =3 [ s@e(-za)elay)duta)

yEQy+D+

- f(2)e(—za)dp(a)
yer+D+

=5 [ 1,0+ (@) f(2)e(—za)dp(a)
2

- / f(x)e(—za)dp(a) = f(x)
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Théoreme 4.1.5 (Formule de Poisson) :

Soit f € L1(A) une fonction continue, posons :

9:Q— L'(A)

Supposons que f vérifie les conditions suivantes :

1. > g(z) converge uniformément sur D

zeQ
2. > f(a:)’ < 400
zeQ
Alors :
> fl@) =) f(x)
zeQ zeQ
Preuve :

Posons ¢ = > g(x), en utilisant le point 1 ainsi que le lemme {4.1.4 nous

zeQ
avons alors pour x € Q :

So(w) = f(x)

Grace au point 2 nous avons alors :
> 1Ss(@)] = Y | f(@)| < +oo
zeQ z€Q

Soit x € A, ¢ étant continue et périodique sur A nous pouvons appliquer
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le lemme pour obtenir :

Y fla+y)=dx) = Siye(ay)

yeQ yeQ

= f(W)e(zy)

yeQ

Ainsi en évaluant cette équation en x = 0 nous avons alors :

> F@) =) f)

yeQ yeQ

]
Nous pouvons alors énoncer le principal résultat de cette section qui sera
essentiel pour établir I’équation fonctionnelle. Il s’agit d’une variante de la
formule de Poisson.

Théoreme 4.1.6 (Riemann-Roch) :

Soit f € LY(A) une fonction continue et soit a € A*. Posons :

9:Q— L'(A)
x+— fla(-+x))

Supposons alors que f vérifie les conditions suivantes :

1. > g(z) converge uniformément sur D
zeQ

2. 2 |f (%)

zeQ
Alors :

< +00

1 A (T
> flax) = mx%f ()

zeQ

Preuve :
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Considérons la fonction g définie par :

h:A—C
b— f(ab)

f est continue par composition de fonctions continues, montrons que h €
L1(A) en faisant un changement de variables.

/Ifabldu /|f ) dp(b) < +o0

Nous pouvons alors calculer pour z € A :

- / £ (ab)e(—ba)dp(b)

A
- ﬁ / Fbye (~5%) du(o)
A
- ()

Ainsi nous pouvons appliquer le théoreme [4.1.5| a la fonction h et nous
obtenons ainsi :

S faw) = Y hiw)

z€Q z€Q

= h(z)

J;GQ

-t )

CCGQ



106 CHAPITRE 4. L’EQUATION FONCTIONNELLE ADELIQUE

4.2 Equation fonctionnelle

Définition 4.2.1:

Posons les ensembles suivants :
Hi={seC|R(s)>1}
X(A)={(f.s) €C*xH | f||" e LY(A)}

Définissons alors la fonction & par :
£E:XA) —C

(9= [ £@)lal* (@)
AX

Nous verrons que la fonction £ aura un prolongement qui vérifie une certaine
équation dite équation fonctionnelle. Pour les fonctions f € £1(A*) ayant des
propriétés suffisamment bonnes. Ce qui justifie la définition suivante.

Définition 4.2.2:

Soit f € F(A) posons alors les applications suivantes :
g:Q— CA™A

x}_){g(x): A*xA — C
—

(a,0) fla(b+2))
h:Q— C¥ A
xi_){h(a:): A*xA — C
(a,0) +— fla(b+2))

Définissons la notion de &-fonction par :

f est une &-fonction sur A
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=
1. VK € Z(A*), K compact = ) g(z) converge uniformément sur
zeQ
K x D*.
2. VK € Z(A*), K compact = > h(z) converge uniformément sur
zeQ
K x D*.
3. Vs €]l;+ool, f|-|° € LY(A) et f|-|° € LY(AX).
Et posons alors Z(A) = {f € F(A) | fest une {-fonction}.

Pour faciliter les notations dans les lemmes qui vont suivre définissons également
la fonction suivante.

Définition 4.2.3:

Définissons la fonction la fonction ¢ par :
Y Z(A) x Hix]0; +00] — C
(Fs.)— [ £600) lo(t)al* dv(a
Al

Lemme 4.2.4:

Soit f,s € Z(A),s € H; nous avons alors :

£(f,5) = / (S, 5, X< (8)

10;+00]

Preuve :
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Nous avons :

E(f.s) = / £(0) lal* dp*(a)

A

:/ /f(ta)|ta\sdu(a) dA* (1)
A\

10;4+00

- / (5, 1A (1)

10;+00[

]
Le point clé de cette section est le suivant, il utilise la formule de Poisson.

Lemme 4.2.5:

Soit f,e Z(A),s € H; et t €]0;4+00] nous avons alors :

A

V(f,st) + O =y (f, 1, %) + f(0)e!

Preuve :

Commengcons par remarquer que Al = || D! nous pouvons alors cal-
reQQXx
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culer :

b(f.5.1) = ﬂ (t)al* dv(a)

=/f o(t)al’ dv(a)
sch

zGQX

=Y [ et otal dvta)

“TGQXJ:D1

En utilisant le fait que v est une mesure de Haar et que Vax € Q*, |z| = 1,
en faisant un changement de variables nous avons :

wlf.s.0)= 3 [ faotta)eo(tal dvla)
z€Q*

= Y [ ot 6(tal dvla)

En utilisant le point 2 de la définition nous pouvons alors appliquer
le théoreme de convergence dominée pour obtenir :

O(f, 5.1) / S fwo)a) | 16()al* du(a)

D1 xeQx

Nous voulons appliquer le théoreme de Riemann-Roch, pour cela ajoutons
le terme "manquant”. Remarquons que les points 2 et 3 de la définition
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4.2.2| permettent d’appliquer le théoreme nous obtenons alors :

B(f,s,0) + / £(0) |6(t)al* dv(a)

-/ <Zf<:c¢(t)a)) 6(t)al’ dv(a)
D1

zeQ
- D/ <¢é)a|x€2@f <¢><%>>> [#lt)af" dula)
- D/ (%f ( ¢(f)a)) B(t)al" du(a)

En faisant un changement de variables et en utilisant que v est une mesure
de Haar nous avons :

B, s,t) + / £(0) |6(t)al* dv(a)

Zl g@(%) @Sldu(a)
<[ (%G leil v

Il nous suffit alors de faire en sens inverse ce qui a été fait au début de la
preuve pour trouver le résultat. En effet commencons par remarquer que
grace au point 3 de la définition [4.2.2| nous pouvons appliquer le théoreme
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de convergence dominée qui nous donne alors :

B, s,0) + / £(0) |6(t)al* dv(a)

_ D/ (;@f (%)) o i)

— g@zf (%) % de(a)

:gQ; / 7 (%) o vl + / F0)| 57 i)
Dt D1

Encore une fois en faisant un changement de variable et en utilisant que
v est une mesure de Haar nous obtenons :

S ) e
O
= 4(f,1-5,7)

Ainsi nous avons montré que :

5050450 [ 60t avta) = v 13150 [ o (3o vt

Pour conclure il suffit de remarquer que pour u €]0;+oc[ et v € C nous
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avons :

L/w Ya|” du(a) \/m|@
~ ull, / 1du(a)

D1
= u'v(DY) = u"

En appliquant directement ce résultat nous avons :

/m al* dv(a)
/|¢()

Ce qui nous permet alors d’obtenir le résultat voulu :

¢U&J%ﬁﬂ®f=¢(ﬁ1—a%)+fmw4

du(a) =51

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce document.

Théoréme 4.2.6 (Equatz’on fonctionnelle) :

Soit f € Z(A).
Alors £(f,-) € C*1 admet un unique prolongement ¥; méromorphe sur

C ayant pour poles 0 et 1, &( f ,-) € C*' admet un unique prolongement

U : méromorphe sur C ayant pour poles 0 et 1 et nous avons :
Vs € (C\ {O, 1} , lIJf(s> = \Iff(l — S)

Res(7,0) = — £(0)
Res(Vy, 1) = f(O)

Preuve :
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Soit s € H;.
Nous avons alors :

/zpfstd)\x(t)

10;+00]

/wfstd)\ /wfstd)\x()
[14-00]
En remarquant que [ 9(f,s,t)d\*(t) est en fait défini pour s € C, il
suffit d’étudier le teri;;m[ [ (f,s,t)d\*(t) pour espérer obtenir une ex-
pression prolongeable. P](())G;OO; € H; et t €]0; +o0[ utilisons alors I'identité
suivante :

A

sy = (F1-s7) + FOr - 10
Nous avons alors :

/ (. 5, 1)AN (1)
10;1]

= [ (v (Fr-sq) +for = sow) v o

10;1]

= [ (e (515 1) For ) avo - } / 1O
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En utilisant alors un changement de variable nous avons alors :

/ (w <f, 1—s, %) + f(O)t5_1> AN (t)

J0;1]

= [ (va-sn+iogs) v
J1;+00]

— / (¢(f, 1—s,t)+ f(O)tl‘S) AN (1)
[L;+o00]

Il nous suffit alors de remarquer que nous pouvons calculer les intégrales

suivantes.
/ FO)E5 AN ( / OG0 _ (0)
5 s (0)
; ZOO FO)EdA> / FOYE5dA(¢

Ainsi nous pouvons alors écrire I’égalité suivante :

/ (;b(f 1—s,t)+ f(O)tl_s) dX* ()

/w i (r) + 10

Et nous obtenons alors ’expression suivante.

/wfstﬁﬂw

— [ - s+ 2910

S — S

1+oo
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Ainsi nous obtenons une autre écriture de £(f, s) :

g(f? S) = A
/ (f, s, t)dN*(t) + / (F, 1 — s, AN (t) + : S))1 B fi())
[1;+00] (1400

Cette égalité a été établie que pour s € H; mais nous allons voir que nous
allons pouvoir la prolonger. Commencons par remarquer que :

fezZA) = / W(f,1— s, t)d\*(t) est définie pour s € C
[15400]
Ainsi pour f € Z(A) nous pouvons alors définir le prolongement I'; par :

\Iff:(C\{O,l}—>(C

([ W(f s, t)dN(t)+
[Li+ool
[13+00]
f0) _ f(O)

\ S— s

Remarquons que Uy est holomorphe sur C\ {0, 1}, et est méromorphe
sur C par définition de résidus d’une fonction méromorphe nous avons
directement :

Res(V¥y,0) = —f(0)
Res(¥,1) = f(0)

Enfin par un calcul direct et tres simple nous obtenons alors 1’équation
fonctionnelle. Pour f € Z(A) et s € C\ {0, 1} nous avons :

Ui(l—s)=Vy(s)

Ce qui conclut alors cette preuve.
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4.3 Lien avec la fonction Zéta de Riemann

Dans cette section nous allons voir les arguments généraux de comment a
partir de I’équation fonctionnelle obtenir un prolongement de la fonction zéta
de Riemann. Pour établir celle ci rigoureusement de nombreux résultats sont
nécessaires, nous allons donc pas donner de preuve et plutot essayer de com-
prendre 'idée de la preuve. Cependant les points les plus délicats de la preuve
ont été démontrés ci dessus. Pour le lecteur souhaitant voir la preuves de ces
résultats ils sont détaillés dans le livre [3] et dans ce livre il y a également la
preuve classique de I’équation fonctionnelle.

La fonction zéta est définie comme suit :

¢ :H — C
+00 1
S —— —
nS
n=1
Nous souhaitons prolonger cette fonction sur C\ {0, 1}. Ceci peut étre fait en
utilisant ’analyse complexe classique mais également en utilisant le formalise
que nous avons développé. Commencons par remarquer que nous pouvons
montrer que pour s € Hy, ¢ a également 1’expression suivante :

peP

Pour appliquer le théoreme de I’équation fonctionnelle il nous faut trouver une
bonne fonction f € Z(A), nous verrons que la bonne fonction a considérer
est la suivante :

f:A—C

RN 6—m(oo)2H]12p(a(p))

peP

Cette fonction est bien définie car le produit est en fait fini, de plus f est une
fonction produit sur A. En utilisant le théoréme nous pouvons montrer
que f = f et que f est une &-fonction. Nous pouvons alors appliquer le
théoreme de I’équation fonctionnelle pour obtenir un prolongement de
E(f,.) sur C\{0,1}. 1l faudrait alors relier £(f,.) a ¢, pour faire ceci nous
pouvons alors encore une fois utiliser le théoreme|3.4.6| ainsi que la proposition
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pour obtenir :
E(f,s) = / F(2) |2l dp ()
AX

- / e | Tz, (2(0)) | Il du™ ()

AX peEP
= [ tapav @) | T [ ta, o) bl o
RX pG'PQ];<
_ / e af d () | T (s)
RX pEP
= [t fafyan (@) (H 1
00 1_p75
R* peP

— / e ™ S dN () | ¢(s)

RX

Il nous manque juste une expression plus agréable de [ e~ ()" 2|2 dN* (),
RX

il est en fait possible de montrer que nous avons 1’égalité suivante :

S

[ lafyav @) = 7T

RX

Le lecteur curieux pourra aller voir la preuve qui est donnée dans le chapitre
15 de [4]. Ainsi nous obtenons

§(f.5) =7 (5) (s)

f étant une £-fonction nous pouvons alors appliquer le théoreme de I'équation
fonctionnelle [4.2.6 nous savons alors que £(f, ) admet un prolongement U

méromorphe sur C et &( f ,-) admet un prolongement méromorphe W j tel que :

Vs € C\{0,1}, Wp(1 —5) = Up(1 — 5) = Uy(s)
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Nous pouvons également montrer que Vz € C,I'(z) # 0 ainsi nous pouvons
poser la fonction suivante :

¢:C\{0,1} — C
T2
INC)
Cette fonction est un prolongement méromorphe de la fonction ¢ qui a des

poles en 0 et 1. Nous avons donc grace au formalisme adélique réussi a montrer
que la fonction ¢ se prolonge sur C\ {0, 1}. De plus nous avons explication un

S ——

&(f5s)

peu plus intuitive d’ou provient le terme %, comme nous avons pu le voir
ce terme provient de la partie oo de f. La preuve non adélique qui montre
que 7 2I'(5)((+) est prolongeable et vérifie I'équation fonctionnelle utilise des
arguments moins naturels ce qui la rend moins facile a comprendre lorsque
I’on connait le formalisme adélique. Alors que avec le formalisme adélique les
notions utilisés dans la preuves sont toutes liées ce qui change est le corps
Q, dans les lesquels nous les regardons ce qui aide a la compréhension de la

preuve.



4.3. LIEN AVEC LA FONCTION ZETA DE RIEMANN 119

Conclusion

Nous avons faits beaucoup d’efforts pour définir ’anneau A ainsi que sa struc-
ture, mais nous avons pu montrer le théoreme qui permet d’établir
I’équation fonctionnelle de ¢ en utilisant des arguments qui sont assez natu-
rels. Nous pouvons alors demander si nous avions gagné quelque chose de plus
avec ces efforts supplémentaires. En effet nous avons la satisfaction d’avoir pu
établir cette équation fonctionnelle de maniere plus naturelle mais formelle-
ment parlant avons nous gagné quelque chose ? Si notre but était uniquement
de prolonger la fonction ¢ dans ce cas nous pouvons considérer que nous
avons faits beaucoup d’efforts pour pas grand chose. Cependant lorsque nous
regardons le contenu du théoreme nous voyons qu’il offre un moyen de
prolonger de nombreuses fonctions et non pas seulement la fonction (. De
plus nous nous sommes placés dans un cas particulier, en remarquant que ||;
est un morphisme de Q7 dans C* nous pouvons imaginer que nous pouvons
remplacer dans notre raisonnement H; par un morphisme quelconque de Q;
dans C*, c¢’est ce que nous appelons un quasi-caractere. C’est ce qui est fait
dans la these de Tate. Mais ceci n’a pas été fait ici car cela utilise la dualité
de Pontryagin sur les groupes localement compacts qui est un résultat non
trivial. De plus nous sommes restreints au corps Q alors que nous aurions pu
procéder de méme avec certains corps plus généraux ce qui fait dans la these
de Tate. Mais a nouveau cela impliquerait que nous serions obligés d’utiliser
des résultats non triviaux meéme si ceux-ci servent uniquement a régler des
détails techniques, dans le cas général il n’a pas de nouvelle idée majeur. Un
exemple concret de ce que la these de Tate permet de faire est de pouvoir
prolonger les fonctions L de Dirichlet. Les fonctions L de Drichlet étant une
généralisation de la fonction de ¢, pour s € C avec R(s) > 1 et x un caractere
nous pouvons définir :

Nous pouvons également remarquer que les arguments intervenant dans la
preuve du théoreme de ’équation fonctionnelle sont presque identiques
a ceux de preuve classique établie par Riemann, le point essentiel étant la
formule de Poisson. Donc bien que nous avons introduits des objets assez
sophistiqués nous n’avons pas vraiment changé l'idée générale de la preuve.
De plus nous avons pu éclaircir certains points comme par exemple d’ou vient
le facteur 72 (%)
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Ce que je retiendrai est que parfois pour généraliser quelque chose il faut
essayer de bien comprendre les arguments exposés dans le cas particulier et
voir si il y en a qui peuvent éetre plus généraux que ce que l'on croit.
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