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Résumé

Ce mémoire est consacré a 1’étude statistique des zéros non triviaux des fonctions L au voisinage
du point central s = 1/2, appelés zéros de petite hauteur. Dans le prolongement des travaux
de Katz et Sarnak, qui prédisent des liens entre les statistiques de ces zéros et les statistiques
analogues de groupes classiques issus de la théorie des matrices aléatoires, nous étudions la den-
sité de niveau 1 pour les familles H} (N), H;" (N) et H, (N) des formes modulaires cuspidales
sur GL2(R). Pour ce faire, la premiére partie de ce travail pose un cadre théorique, développant
les formes modulaires, les opérateurs de Hecke et les séries de Poincaré afin d’obtenir la formule
des traces de Petersson qui est I'outil fondamental pour ’étude de ces familles. Les termes is-
sus de cette formule font intervenir des sommes de Kloosterman que nous contrdlons grace aux
travaux de Weil pour obtenir une estimation satisfaisante des termes d’erreur. Une fois ce cadre
développé, sous 'Hypothése de Riemann Généralisée (GRH) et en nous inspirant de l'article
fondamental de H. Iwaniec, W. Luo et P. Sarnak ([ILS00]) nous évaluons la densité de niveau 1
pour des fonctions de test dont la transformée de Fourier est a support compact. Notre étude a
pour but de confirmer les prédictions de Katz et Sarnak en précisant pour quelle taille de support
des fonctions test ces symétries s’appliquent.

Abstract

This thesis is devoted to the statistical study of the non-trivial zeros of L-functions near the
central point s = 1/2, referred to as low lying zeros. In extension of the works of Katz and Sarnak,
which predict connections between the statistics of these zeros and the behavior of classical groups
from random matrix theory, we study the 1-level density for the families H; (N), H;f (N), and
H, (N) of cuspidal modular forms on GL2(R). To do so, the first part of this work establishes a
theoretical framework, developing modular forms, Hecke operators, and Poincaré series to obtain
the Petersson trace formula, which is the fundamental tool for studying these families. The
terms arising from this formula involve Kloosterman sums, which we control using Weil’s works
to obtain a satisfactory estimate of the error terms. Once this framework is developed, under
the Generalized Riemann Hypothesis (GRH) and drawing inspiration from the seminal article by
H. Iwaniec, W. Luo, and P. Sarnak ([ILS00]), we evaluate the 1-level density for test functions
whose Fourier transform has compact support. Our study aims to confirm Katz and Sarnak’s
predictions by specifying for which support size of the test functions these symmetries hold.



Table des matiéres

1__Introductionl
|2 Cadre théorique|
2.1 Un peu de géométrie hyperbolique| . . . . . . .. ... ... Lo oL
2.1.1 Rappels sur le modele de Poincare] . . . . . . ... ... ... .
[2.1.2  Groupe modulaire, groupes de congruence et domaine fondamental . . . .
2.2.1 Formes et fonctions modulaires| . . . . . . . . ... ...
P22 RECAUK -+« o o o e e e
2.2.3 [jen entre reseaux et fonctions modulaires| . . . . . . . . . ... .. ...
[2.2.4  L’espace des formes modulaires| . . . . . .. ... ... ... ...
P73 Opérateurs de Hecke] . . . . . . . . . . . ..
2.4 Rappel sur les fonctions L] . . . . . . .. ... oo
2.4.1  Fonctions L et conducteur analytique| . . . . .. ... .. ... ... ...
242 Fonctions I, de Heckel . . . . . .. ..o oo
13 Formule des traces de Peterssonl
3.1  Sommes de Kloosterman, tonctions de Bessel et fonctions diviseurs| . . . . . . . .
B.1.1  Sommes de Kloosterman|. . . . . . . ... ... o oL
BI2 TFonctiondeBessell . . . . . .. ...
BI3 Tonctiondiviseur . . . . . . . . . ...
3.2 Formule des traces de Petersson et series de Poincard . . . . . ... ... ... ..
4 Pehi Tos T. : I — 2 Tulaires
4.1 Cadre et objectifs|. . . . . . . . . . .
4.2 Décomposition spectrale et dimension de H7 (N)| . . . . .. ... ... ... ...
4.3 Formule explicite pour D(f, o) . . . . . .. ..
4.4 Premiers résultats pour HF(N)[ . . . . . .. ... Lo oo
4.5 Exploiter la somme sur les premiers| . . . . .. ... ... ... L.
4.6 Des résultats sur les familles H-(N)| . . . . ... ..o oL
4.7 Exploiter les poids| . . . . . . ..o

(4]

27
27
28
35
36
37



1 Introduction

Ce mémoire s’intéresse a 1’étude statistique des zéros des fonctions L, plus précisément a la dis-
tribution de ces zéros proches du point central, ce qu’on appelle petits zéros (Low-lying zeros).
Historiquement, I’étude de la fonction ¢ de Riemann concentre I'attention de nombreuses études
mathématiques. En étudiant cette fonction, nous pouvons montrer qu’il existe un lien profond
entre les zéros de cette fonction et les nombres premiers. Alors, B. Riemann a énoncé la célebre
hypothese de Riemann conjecturant que les zéros non triviaux de la fonction ¢ sont sur la droite
Re(s) = % Cette fonction s’avere étre un cas particulier d’'une grande classe de fonctions appe-
lées fonctions L, ces objets sont liés a de nombreux problemes algébriques et géométriques. Pour
définir ce qu’est une fonction L, nous pouvons en premiere approche considérer des séries de Di-
richlet possédant un produit d’Euler, un prolongement analytique et une équation fonctionnelle.

Il existe de nombreuses fagons d’obtenir de tels objets, ce probléme ayant intéressé la théorie des
nombres pendant de nombreuses années (notamment les travaux de Selberg visant & donner une
définition moderne et complete de ces objets). Un outil puissant pour créer de tels objets est
la théorie des formes modulaires. Nous allons donc commencer notre étude par donner quelques
éléments permettant de comprendre cette théorie, notamment nous donnerons une description
de T'espace des formes modulaires . Nous ferons ensuite le lien entre ces objets et les fonc-
tions L en développant quelques propriétés de la théorie des opérateurs de Hecke , ce sont
des opérateurs ayant des propriétés arithmétiques fortes dont héritent les fonctions L que nous
étudierons. Ensuite, nous allons étudier les séries de Poincaré. Ces séries permettent d’avoir une
base des formes modulaires. Cette construction a pour but final d’obtenir la formule de trace
de Petersson . Cette formule fait le lien entre les propriétés arithmétiques et les propriétés
spectrales des fonctions L. Elle fait le pont entre les moyennes des valeurs propres des formes
modulaires et des objets purement arithmétiques, notamment les sommes de Kloosterman. Nous
donnerons quelques propriétés de ces objets qui forment un outil riche et puissant en théorie ana-
lytique des nombres , notamment nous donnerons des explications sur comment les borner
afin d’obtenir un controle satisfaisant de ces objets. Une fois la formule des traces de Petersson
acquise, nous aurons défini la majorité des outils nécessaires pour étudier les petits zéros des
fonctions L.

La plupart des résultats présentés dans cette étude sont conditionnés par ’'Hypothese de Riemann
généralisée (GRH) qui affirme que les zéros non triviaux des fonctions L sont sur la droite
Re(s) = % Nous appelons petits zéros les zéros de ces fonctions proches de la valeur centrale
s = 1/2. La densité et la distribution de ces zéros ont été étudiées par Katz et Sarnak qui ont
montré qu’il existe un lien entre la théorie des matrices aléatoires et les statistiques des petits zéros
de fonctions L pour certaines familles. Nous allons nous intéresser & ce qu’on appelle la Density
Conjecture, cette conjecture prédit le comportement des zéros de fonctions L pour les familles
H;(N),H;"(N) et H, (N) . L'objectif est d’étudier cette conjecture dans le cadre des formes
automorphes sur GLy(R) afin de prolonger le travail de Katz et Sarnak. Pour effectuer ce travail,
nous allons nous servir des travaux d’Iwaniec-Luo-Sarnak dans leur article fondamental "Low
Lying Zeros of Families of L-Functions" ([ILS00]). Nous allons expliquer en détail cet article
et mettre en évidence une erreur que nous tacherons de corriger . Cette compréhension de
cet article permet d’obtenir une nouvelle méthode afin d’améliorer des résultats récents ([HW24])
dans le cadre plus général des formes de Hilbert.



2 Cadre théorique

2.1 Un peu de géométrie hyperbolique

Le cadre naturel pour notre étude est le demi-plan de Poincaré H. Nous allons commencer par
donner quelques résultats usuels dans ce domaine qui nous seront fortement utiles le long de
notre étude.

2.1.1 Rappels sur le modéele de Poincaré

On considere ici le modele de Poincaré pour H. La métrique riemannienne pour cet espace est

ds* = y~2(dz® + dy?).

b) un élément de PSLy(R) et on considére Paction

On désigne dans cette section par v = (z d

sur H donnée par
az+b

cz+d
On appelle une telle action une homographie. Rappelons que cette action représente toutes les
isométries directes, elle conserve donc les géodésiques. Pour chaque v € SLy(R) nous définissons

Jr(z) = ez +d

Cette application possede de nombreuses propriétés facilement vérifiables par calcul que nous
allons citer a travers la proposition suivante.

Propriété 1 : Soienty,0 € SLa(R) et soient z,w € H. L’application j(z) vérifie les propriétés
sutvantes :
(i) 5rol2) = (o))
(1) 7z = 7w = (2 —w)jy(2) " gy (W)™
(i) e = (2)
(“]) vz = % ~ c(cz+d) )
(v) Vz,w € Cy ={z €e H| |jy(2)| = 1}, 7.2 — yw| = [z — v
(vi) 1j5(2)["Im(y.2) = Im(z)
(vii) Tm(7y.2) Y dy.z| = Im(z) | dz|
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Cette fonction j., sera utile plus tard pour définir les séries de Poincaré et les formes modulaires.

2.1.2 Groupe modulaire, groupes de congruence et domaine fondamental

Les fonctions L nous intéressant dans la suite seront définies & partir des groupes introduits dans
cette partie. Nous effectuerons plus tard des moyennes sur ces groupes, donc afin de mieux les
comprendre nous introduirons la notion de domaine fondamental. L’action de PSLy(R) sur H
permet de définir les automorphismes sur H, nous allons nous intéresser aux sous-groupes de
PSL2(R). Le premier groupe que nous considérons ici est le groupe modulaire.

Définition 1 : Groupe modulaire Le groupe G = SLy(Z)/{%1} est appelé le groupe modulaire,
c’est l'image de SLy(Z) dans PSLa(R).

Pour mieux comprendre ce groupe nous utilisons la notion de domaine fondamental :



Définition 2 : Domaine fondamental Soit G un groupe et E un ensemble sur lequel G agit.
On appelle D un domaine fondamental de E sous l'action de G un sous-ensemble de E tel que

* Uyeq9(D)=E
e Vg9 €G,g#9,9(D)Ng (D) =2

Nous allons maintenant étudier le domaine fondamental de H sous l'action du groupe modulaire

G. On considére les matrices
0 -1 1 1
s=(1 0) =0 1)

Ces deux matrices générent G et operent sur H de la maniére suivante :

Sz = —1/z, Tz=2z+1
S =1, (ST)* =1

On considere D C H,
D= {zeH]||z| >1et |Re(z)] < 1/2}.

Nous allons montrer que D est un domaine fondamental pour I'action de G sur H.

Propriété 2 : On a
(i) Yz € H, 3g € G tel que gz € D.
(ii) Soient z,z' deux points distincts dans D congrus modulo G (ie z =z’ (mod G)). Alors
Re(z) =+5 etz=2"+1oulz[=1¢et 2 =—1/z.

(iii) Soit z € D et Stab(z) = {g | g € G, gz = z}. Alors Stab(z) = {1} ou
— 2z =1 et Stab(z) est le groupe d’ordre 2 engendré par S.
— z=p=e"/3 ¢t Stab(z) est le groupe d’ordre 3 engendré par ST
— 2= —p=¢€7/3 et Stab(z) est le groupe d’ordre 3 engendré par T'S.

Démonstration. Commengons par montrer (i) : Soit z € H et g = (CCL Z) € G. D’apres la
proposition []
Im(z)
Im(g.2) = ———

Comme ¢, d € Z, Pensemble {(c,d) | [cz+d| < a} est fini pour tout nombre o et pour tout z € H.
Alors il existe g € G tel que Im(g.2) est maximum (ie | |cz + d| admet un minimum). Comme
Paction de T décale horizontalement z, soit n € Z tel que |[Re(T"gz)| < 1. On note 2/ = T"gz.

Si |2/| < 1 alors S(2') = —1/2 vérifie Im(S.2") = IT;S‘ZQ > Im(2’) ce qui est absurde car il existe
g € G tel que Im(g.2) est maximum. Alors |2'| > 1 et 2/ = ¢’z € D pour ¢ = T"g.
Nous allons maintenant montrer les points (ii) et (i) :

. . a b
Soit z € D et soit g = <c d
peut supposer que Im(gz) > Im(z), c’est-a-dire que |cz +d| < 1. Ceci est impossible si |¢| > 2, ce
qui laisse les cas ¢ =0,1,—1. Si ¢ =0, on a d = +1 et g est la translation par £b. Comme Re(z)
et Re(gz) sont tous deux compris entre —% et %, cela implique soit b = 0 et g = 1, soit b = £1,
auquel cas 'un Re(z) ou Re(gz) doit étre égal & —3 et Pautre a 3.

) € G tel que gz € D. Quitte & remplacer (z,g) par (gz,g~!), on

Sic =1, comme |z+d| <1 alorsd =0, sauf si z = p (resp. —p), auquel cas on peut avoir
d = 0,1(resp. d = 0,—1). Le cas d = 0 donne |z| < 1, donc |z| = 1, d’autre part, ad — bc = 1



implique b = —1, donc gz = a — 1/z et par ce qui est fait au-dessus a = 0 sauf si Re(z) = i%,
c’est-a-dire si z = p ou —p, auquel cason aa=0,—1 oua =0,1. Le cas z = p et d = 1 donne
a—b=1letgp=a—-1/(1+p) =a+p, donc a =0,1. On fait de méme si z = —p et d = —1.
Enfin, le cas ¢ = —1 se ramene au cas ¢ = 1 en changeant les signes de a, b, ¢, d, ce qui acheve la
preuve. O

Cette proposition nous montre que le domaine D est un domaine fondamental pour I'action de
G sur H. Nous pouvons le représenter par le polygone hyperbolique suivant :

X\
\

ST ST (ST-'S

-1 o] +1

Le groupe modulaire posséde de nombreux sous-groupe normaux, notamment les groupes prin-
cipaux de congruence. Les domaines fondamentaux que nous allons utiliser dans la suite sont
définis depuis ces groupes de congruences.

Définition 3 : Groupe principal de congruence Soit g € N. On appelle principal groupe de
congruence de niveau q le groupe

I'(q) = {7 €SL(Z) | v = (1 1) (mod q)}

C’est un sous-groupe normal du groupe modulaire d’indice [G : T'(q)] = ¢3 leq(l—p_g) ([Lwa97]).
Remarquons que le groupe modulaire peut se noter I'(1).

On appelle sous-groupe de congruence de niveau ¢ n’importe quel groupe contenant I'(g). Nous
aurons pour la suite besoin des deux groupes de congruence suivants :

— Le groupe de congruence de Hecke T'g(q) = {7 eSLy(Z) |y = (* :) (mod q)}

01
Il est montré dans [IK04] que les groupes de Hecke vérifient les deux points suivants :

— Le groupe des translations I'o, = {’y € SLo(Z) | v = <1 b) ,be Z}

e Les groupes I'y(g) sont d’indices

[Co(1): To(g) = ¢ [J(1+p7") = v(a), (1)

qlp

ol l'on définit v(g) comme le volume vol(T'o(¢)\H).



e Un ensemble de représentants pour I'o(¢)\I'g(1) est donné par

(* *) €To(1) avecv|getu (mod q/v)

()

Nous pouvons décrire le groupe de congruence de Hecke grace a ', a travers une décomposition
qu’on appelle "Double coset decomposition'. Cette décomposition nous sera utile pour montrer
la formule des traces de Petersson

Lemme 1. Double coset decomposition Le groupe T'g(q) se décompose en union disjointe :

To(q) =T U ) U Foo(: 2)1“00

c>0 1<d<ce
ale (c,d)=1

En particulier

Toe\Lo(q)/Too = {Toe} U{Ts (Z 2) Tic>0,1<d<cq|c(cd) =1}

Po\To(g) = {Toe} U {Tas (Z ;) o> 0,deZ,q] e (ed) =1}

!

Démonstration. Soit v = (Z, b ) € T'o(q). Supposons que v ¢ T, i.e ¢ # 0.

/
d/
Si ¢/ > 0, par division euclidienne on note d’ = nc¢’ + d avec 1 < d < ¢/. On peut réécrire alors

1 —n\ _[(d V—nd
Mo 1)~ \¢ d
a b —nd\ (1 n a b —nd
= ) o e (0 )

Si ¢ < 0, par division euclidienne —d’ = n(—c) +d avec 1 <

<
(-1 0 —a' =V +nd\ (1 n —a =V +nd
7= (0 —1> (—c’ d ) (0 1) € Too (—c’ d >F°°

Donc

—c’. Donc

Donc
To() ST U ) U Tw
c>0 1<d<e
qle (¢c,d)=1
De plus

RS C i} S G AR S ()



a b

Alors, le coefficient en bas a gauche de T' (c d) I' est ¢ donc la condition ¢ | ¢ permet de

vérifier 1’égalité
* %
To(g) =T UlJ) | Tw (C d) T
c>0 1<d<c

qle (¢,d)=1

Ce qui acheve la preuve. O

Enfin, un domaine fondamental vérifie la propriété suivante, qui nous sera également utile quand
nous démontrerons la formule des traces de Petersson :

Lemme 2. Soit D un domaine fondamental pour T' sur H. Alors |, cp \pv(I'\H) est un
domaine fondamental pour T o, \H.

Démonstration. I' =, epr_\r T'ocy

On note R Pensemble des représentants dans I'oo\I'.

Comme D est un domaine fondamental pour I' on a H = |J (D) et (D) disjoints pour
vyel.

Alors

H={J+D)= {J U s6®d)
~el’ 0€T o YER
Comme § € ', d est une isométrie donc

H= |J o JD)

6€l yER

On note

B={J~(D)

YER

Soient 1 # 02 € I's, soit z € §1(B°) N Jo(B°).
Alors z = §17121 = 027229 avec 21,29 € D° et v1,72 € R. Donc

21 = (51_171_16272) Zo = Q2o

a €T et D est un domaine fondamental pour I" donc o = Id.
Par conséquent

51’71 = 52’72
Yyl o= 06
S—— e and
€T\ 1<

Alors 55151 = Id donc d, = ;. Alors
51(B°)Nde(B°) =0

Ce qui acheve la preuve. O
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2.2 Fonctions modulaires et Réseaux

Sur la droite réelle R, I'analyse harmonique permet de décomposer des espaces de fonctions
en utilisant la périodicité via les séries de Fourier. Un phénomeéne analogue se produit sur le
demi-plan complexe H, ou les formes automorphes étendent cette notion de décomposition. Nous
présentons dans cette partie quelques éléments fondamentaux de la théorie des formes modulaires,
qui constituent le cas classique de ces formes automorphes. L’étude de I’espace de ces formes est
liée & de nombreux problémes de statistiques arithmétiques. Cette connexion profonde s’opére
notamment a travers leur lien avec les fonctions L qui sera expliqué dans la section [2.3

2.2.1 Formes et fonctions modulaires

Nous commengons par définir ces objets. Ces notions nécessitent d’avoir des connaissances sur le
demi-plan de Poincaré, ces dernieres ont été rappelées dans le chapitre précédent.

Définition 4 : Fonction faiblement modulaire On dit qu’une fonction f est faiblement
modulaire de poids k sur H si

1. f est méromorphe sur H

2. Vg € SLa(Z) f(2) = (cz + d)~* f(g.2)
Ici, Vaction de SLa(Z) sur H est donnée par :

Propriété 3 : f est faiblement modulaire sur H si et seulement si

1. f est méromorphe sur H

2. f(z+1) = f(2)

5. F(=2) = 2 £(2)
Définition 5 : Méromorphe a Vinfini Soit f une fonction méromorphe sur D* = {q € C |
0 < |g| < 1} vérifiant f(z + 1) = f(2). On dit que f est méromorphe a linfini si elle se prolonge
en une fonction f méromorphe sur D.

En posant q(z) = e*7* cela revient a dire que f admet un développement de Laurent dans un
voisinage de 0

+oo
f(Q) = Z anq"
— 00
ot a, # 0 pour un nombre fini de termes négatifs. 3
Sia, =0Vn <0 on dit que f est holomorphe d 'infini et on pose f(co) = f(0).

Définition 6 : Forme modulaire et fonction modulaire Une fonction modulaire est une
fonction faiblement modulaire méromorphe da l’infini.
Une forme modulaire est une fonction modulaire holomorphe partout (méme a& linfini).

Une forme modulaire de poids k est donnée par

1. f(Z) — ZnZO aneQiﬂ'nz
2. f(5H) =4"f(2)

Si ag = 0 on parle de forme cuspidale.

11



2.2.2 Réseaux

Définition 7 : Réseau On appelle réseau un sous-groupe I' d’un espace vectoriel V qui vérifie
une de ces propriétés équivalentes :

1. T est discret et V/T' est compact

2. T est discret et engendre V en tant que R-espace vectoriel

3. Il existe une R-base de V (e1,--- ,ey,) qui est une Z-base de T' (i.e. T = @, Ze;)
On note

1. R = {I réseau de C comme R-espace vectoriel}
2. M = {(w1,w2) € (C*)? | Tm(2L) > 0}

On définit alors une application

rr-mMm—=R
(wl,w2) — I‘(wl,wg) = Zwl D ZWQ

Cette application est surjective.
Propriété 4 : Nous avons l'isomorphisme suivant

R 2 M/SLy(Z)

Démonstration. Soit le morphisme ® définie comme

D M/SLQ(Z) — R
(wl,wg) — F(wl,wQ) = Zw1 D ZCUQ.

Nous allons vérifier qu’un tel ® est un isomorphisme.
® est bien définie :

Soit g = (Z Z) € SLy(Z) et (w1,w2) € M. On définit

Wy = aw; + bws wh = cwy + dws

1. Zw + Zwh C T(wi,ws)
w1 = dwi - bwé / ’
’ C
2 { W = awé - Cwi Donc F<w17w2) = ZOJI —+ Zw2
3. Zuf + Zwh = L & L
Alors Zw) @ Zwh = T'(wy,ws).
wy

De plus , on définit z = %L et 2’ = =L donc
wa w

2

, _az+b

cz+d

g.z

Donc Im(2’) > 0 = (wi,w})) € M.
® est injectif : Soient (wy,ws) et (w),wh) € M qui définissent le méme réseau I'. Alors, comme
b

ce sont deux Z-base de I il existe g = (CCL d

) € GLy(Z) qui envoie (wy,ws) sur (wf,w}) . Donc

12



det(g) = 1.
En posant z et 2’ de la méme fagon que précédemment on a

sgn(Im(z")) = det(g)sgn(Im(z)) > 0

car (wy,ws) et (wi,wh) € M.
Donc det(g) =1 et g € SLy(Z). Ce qui achéve la preuve.

Définition 8 : On définit l'action de C* sur R par
= A' AxeC*
Respectivement on a l'action de C* sur M par

(w1,WQ) — (/\wl,)\wg) AeC*

On rappelle qu’on appelle G le groupe modulaire définie comme G = SLy(Z)/{£1}
Propriété 5 : Il existe une bijection de R/C* sur H/G induite par le morphisme

M—H

(w1, ws) — “n
w2

2.2.3 Lien entre réseaux et fonctions modulaires
Soit F: R—CetkelZ.

On dit que F est de poids k si
F(OAT) = A*F(D)

pour tout réseau I' et pour tout A € C*.

Soient (w1,ws) € M et F de poids k. On note
F(wl,wg) = F(F(wl,wg)).

On a alors
F(Owi, Awg) = A *F(wr, ws)

Propriété 6 : F(wi,ws) est invariant sous laction de SLa(Z) sur M.

Le propriété suivante permet de faire le lien entre les réseaux et les fonctions modulaires. Elle est
fondamental car c’est ce lien qui permettra plus tard d’exploiter les opérateurs de Hecke pour
donner leurs propriétés arithmétiques aux formes modulaires.

Propriété 7 : Soit F(wy,w2) une fonction de poids k. Alors il existe une fonction modulaire f
de poids k associée 4 F(wy,ws) telle que

F(w,ws) = w;kf <wl>

w2

13



Démonstration. Soit (w1,ws) € M et soit A € C*. Par définition de F' nous avons

w
F(wl,wg) = F(WQ.;l,WQ.l)
2

avec &L € H car (w1, w2) € M.

De plus, V g = (Z Z) €SLy(Z) VzeH gz= gjjr's et on définit

De la méme maniére que dans la proposition [}
wh = cwy + dws = wa(cz + d)

Donc

+b
F / N — /I—k —k az
(wi,wy) =wy “(cz+d)™"f cz+d

Or par invariance de F sous 'action de SLy(Z) d’apres proposition [6]
F(W17w2) = F("Jivwé)

En remplacant les deux cotés de I’égalité précédente nous obtenons que

ot 1) =i Hes+ a7ty (£17).

ce qui se réécrit

1) = (et (217,

Ce qui acheve la preuve. O

La proposition[7] permet d’identifier une fonction modulaire de poids k avec une fonction de poids
k sur un réseau.

Un bon exemple de forme modulaire sont les séries de Eisenstein. Ces séries sont des objets
fondamentaux dans la théorie des formes automorphes, elles nous seront utiles plus tard pour
décrire I'espace des fonctions modulaires. Tout d’abord, nous pouvons remarquer que pour un
réseau I' de C, la série }° qcp1/[7|” converge si 0 > 2 (on peut la majorer par la double

intégrale [[ %).

14



Définition 9 : Série d’Eisenstein Soitk > 1 et I’ un réseau de C. On appelle série d’Eisenstein
de poids k la série
GyD)= Y 1/4~

y#£0el

Nous pouvons voir G comme une fonction sur M donnée par :

1
Grlwnwn) = >, ———

(mamE,0) (M1 +Tw2)

Et note de la méme fagon Gy, la fonction sur H donnée grace a la propriété 7

A TR ——— @

.
(mamE0) (M)

Cette fonction est une forme modulaire de poids k [Ser73].
I est notable que
1
lim  Gi(z) = — = 2((k)

Im(z)—o0 nk
n

donc Gy, n’est pas une forme cuspidale.
Un autre exemple de forme modulaire est la fonction A donnée par

A = (60G3)® — 27(140G3)? (3)

qui est une forme cuspidale de poids 12. Cette fonction nous sera également utile pour décrire
I’espace des fonctions modulaires.

2.2.4 L’espace des formes modulaires

Nous voulons mieux comprendre I’espace formé par ces fonctions. Pour cela nous suivrons la méme
construction que [Ser73]. En exploitant les résultats que nous avons montrés sur les stabilisateurs
pour le groupe modulaire nous allons montré comment il est possible de décomposer cet espace.
Ces décompositions nous permettrons de trouver une formule pour la dimension de ’espace des
formes modulaires de poids k. Il sera expliqué plus tard quelques problemes reliés a cette
espace donnant naissance & une autre décomposition entre formes anciennes et formes nouvelles.
Commengons par rappeler une définition classique d’analyse complexe.

Définition 10 : Soit f une fonction méromorphe sur H. On suppose f non identiquement
nulle. Soit p € H. On appelle ordre de f au point p, noté v,(f), le plus petit entier n € N tel que
# soit holomorphe au point p.

Remarque.
Il est important de noter les points suivants :
e Soit f une fonction modulaire de poids k. Comme

1) = e+ )t (257

Alors v,(f) = vy.p(f) pour tout g € G. 3
e Soit f comme définie dans la définition [5} Alors on définit v (f) ordre en q=0 de f.

15



Notre objectif dans cette partie est de comprendre 'espace des formes modulaires. Le théoréeme
suivant est primordial dans cette étude car il permet par la suite de décomposer 'espace des
formes modulaires selon les différentes valeurs que peut prendre v, (f).

Théoréme 1 : Soitp € H. On note e, l'ordre du stabilisateur de p. Soit f une fonction modulaire
de poids k non identiquement nulle. Alors

v+ Y v = =

Pel)C ep 12

Démonstration. Dans un premier temps, nous pouvons remarquer que

1. Sip=i (mod G) alors Stab(p)={Id,z — —1} donc ¢, = 2.
2. Si p=p (mod G) alors Stab(p)={Id, z — pz,z — j?z} donc e, = 3.

3. Sinone, =1

Montrons désormais que f a un nombre fini de zéros et de poles (mod G).
[ est une fonction modulaire donc il existe f méromorphe qui prolonge f a I'infini. On pose alors
q =exp2irz avec z € H. On prend 0 < |¢| < 1 et f est méromorphe en ¢ = 0 donc

Ar>0NgeD, ={lgl <r},3 g€ HD,) flg) =q"=Tg(q)

avec g(0) # 0.

Comme g est holomorphe sur D,., 3¢ > 0 tel que g(q) # 0 Vq € D..

Donc, par un choix judicieux de r > 0, f n’a ni zéro ni pole pour ¢ € D,.

S log(1/7)

<r<1l
gl <7 = Tm(z) > =~

N , . A log(1/r)
Alors f ne posséde pas de zéro ni de pole pour Im(z) > TT

D’apres le théoreme de zéros isolés, f possede un nombre fini de zéros et de pole (mod G).
Montrons maintenant la formule souhaitée. On note D le domaine fondamental. Soit p € D,

Res@,p) = u,(f).

On suppose dans un premier temps que f ne possede pas de zéro ni de pdle sur la bordure de D
sauf possiblement en 7, p, —p. Soit C un contour qui contient les zéros et pdles de f non congru
aioup (mod @G).

Par le théoreme des résidus

L ﬁ: Z*Up(f)

21T
¢ peH/G
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~1 ~1/2 0 1/2 1

Pour commencer, étudions || ; d—f.

Le segment [F, A] est situé dans la zone Im(z) > w étudié précédemment. On effectue le
changement de variable ¢ = exp 2miz. Alors, on note w le cercle centré en 0 qui ne comprend
aucun zéro ni pole de f. Donc

1 orar 1 a
4 /wf— Voo (f)

. , . B' g
Etudions désormais | B Tf
Soit C' le cercle qui contient B et B”. Quand le rayon de ce cercle tend vers 0 alors ’angle entre B
et B’ tend vers 7. En effet, 'angle entre la droite verticale passant par B et la tangente au cercle
unité en B’ est d’angle Z. Alors |, 5 % - =t Jo % (le signe - venant de l'orientation). Alors
1 (P4 1
AR

2ir |y f —5v )

De la méme maniere )
c
1 d 1
a

2in Jo f g”p(f)
1 [ af 1
% o 7 - —il/z(f)

On rappelle que
PSLy(Z) = (S,T | §* = (ST)* = 1)

=(09) m=6)

17
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Vz e D, f(T.z) = f(z) et T([A, B]) = T([E, D']). On obtient alors :

Lt

Vz €D, f(S.2) = 2Ff(2) et S([B',C] = S([D,C’]). Ainsi,

oSz  dz | df(2)
159~ T

Finalement

2im | 2w Joo f 2w Jg f  f(Sz)  2im

LoCdf 1 Pdf 1 (Cdf df(Sz) 1/C LAz Lk
B’ z 12

C’est pourquoi en rassemblant ces résultats nous obtenons

e+ Y )= s

e
pel/G P

Si f possede un zéro ou un poéle A sur la bordure du contour, alors on modifie le contour en
contournant A. D’apres la périodicité de D, A et T.\ sont des zéros ou poles donc, comme ces
deux points sont d’indices opposés, d’aprées le théoreme des résidus, ce point n’a pas d’influence
dans le calcul précédent. Ce qui achéve la preuve. O

Remarque.
Cette derniere expression s’écrit aussi

1 1 1 k
voo(f) + 5vilf) + ng(f) + ) gl/p(f) =15
peEH/G

Définition 11 : Soit k € N et I' un réseau de C. On appelle My, Uespace vectoriel des formes
modulaires de dimension k holomorphes sur H U {+o0co}. On appelle Sy le sous espace de My
composé des formes cuspidales, c’est-a-dire

Sk={f(2) = > ane®™ € My [ ag = 0} = {f € My | f(o0) = 0}

On appelle M Uespace vectoriel des formes modulaires. Pour le choix de réseau T' = Ty(q) on
note lespace des formes cuspidales de poids k Si(q) et Uespace des formes modulaires de poids

kE My (q)

Nous pouvons donner une décomposition de My, en se servant de Si. Pour cela il est important
de se souvenir que les séries d’Eisenstein ne sont pas des formes cuspidales.

Propriété 8 : Soit k > 1, on note Gy, la série d’Eisenstein de poids k pour un certain réseau
I'. Nous avons la décomposition

My =S ®C.Gy .
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Démonstration. Soit f € Mj. On note de la méme maniere son développement de Fourier
f(z) =3, ap(n)e? ™= Soit A = ‘212((135 et g = f — AGy. Alors ay(0) = ay(0) — X.2¢(k) = 0 donc
g € Sg. C’est pourquoi

My =Si + C.Gy,
De plus Gy & Sy donc S, N C.Gy, = {0} ce qui nous permet de conclure que
M =S, ®C.Gy.

Ce qui acheve la preuve. O

De plus, nous pouvons décomposer ’espace des formes linéaire selon leur poids :

Propriété 9: Ona :

1. M= @k>0 My
2. M est une algébre graduée vérifiant MupM; C M4y

Nous pouvons également calculer la dimension de chaque My,

Théoréme 2 : Soit My, ’espace vectoriel des formes modulaires de poids k, alors

[k/12] sik=2 (mod 12)

Démonstration. Nous allons considérer My pour k = 0,2,4,6,8,10,12. Rappelons la formule
donnée par le théoréme [I] :

1 k

I/oo(f) + 51/@(]0) + él/p(f) +p€§/;elpyp(f) _ o (*)

e Si k=0:dapres (x), v;(f) =0 pour tout z. Alors f(z) est constant donc
My=C

e Sik=2:dapres (x), Voo(f)-|—%l/i(f)-I-%I/p(f)-l-zpeH/é‘il/p(f) = ¢. Cela est impossible
donc il n’y a aucune forme modulaire non nulle de poids 2 donc

My =0

e Si k =4 : La seule solution possible pour (x) est v,(f) =1 et v,(f) = 0 pour tout z # p.
Donc une forme non nulle de poids 4 posséde un unique zéro simple en z = p. De plus G4
vérifie cette condition et Vf € My, f/G4 est de poids 0 (donc constante). Alors

My =G,C
e Si k =6 : La seule solution possible pour (x) est v;(f) =1 et v;(f) = 0 pour tout z # i.
Donc une forme non nulle de poids 6 possede un unique zéro simple en z = i. De plus Gg

vérifie cette condition et Vf € Mg, f/Gg est de poids 0 (donc constante). Alors

Mg = GC
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e Si k =8 : La seule solution possible pour (x) est v,(f) =2 et v;(f) = 0 pour tout z # p.
Donc une forme non nulle de poids 8 posséde un unique zéro double en z = p. De plus G*
vérifie cette condition et Vf € Mg, f/G% est de poids 0 (donc constante). Alors

Ms = G2C

e Si k=10 : La seule solution possible pour () est v;(f) =1, v,(f) = 1 et v;(f) = 0 pour
tout z # i, p. Donc une forme non nulle de poids 10 possede un zéro simple en z = i et en
z = p. De plus G4Gg vérifie cette condition et Vf € Myg, f/G41Gg est de poids 0 (donc
constante). Alors

Mo = G4G6C

e Sik=12:Soit f € M2, comme G12(00) # 0, il existe ¢ € Ctel que (z — f(2) — ¢G12(2)) (0) =

0. Donc z — W est de poids 0 (donc constante). Alors

My = AC @ G12C
e Pour k£ > 12, on obtient alors par récurrence
My = AMjy_12 @ GiC

ce qui nous donne la formule voulue.
Ce qui acheve la preuve. O

2.3 Opérateurs de Hecke

Le lien entre les formes modulaires et les fonctions L se fait grace aux opérateurs de Hecke. Ces
opérateurs agissent sur les formes modulaires, leur donnant des propriétés arithmétiques. Nous
allons commencer par étudier ces opérateurs puis nous ferons le lien avec les formes modulaires.

Définition 12 : Soit E un ensemble, Xg le groupe abélien libre généré par E. On appelle
correspondance sur E a coefficients entiers un homomorphisme T : Xp — Xg. De plus pour
chaque x € E

T(z) = Z ny(x)y ny(z) € Z

yek

ot ny(x) # 0 pour un nombre fini d’éléments.

Soit F': E — Z. On peut prolonger F' par linéarité sur Xg. On note encore F ce prolongement.
Alors, 'action de T sur F, noté TF, est la restriction sur ' de F o T.

Définition 13 : Opérateur de Hecke T'(n) Soit R l’ensemble des réseaux de C. Soit n € N*.
On note T'(n) la correspondance sur R qui agit de la maniére suivante :

VTeR, Tl = Y T’
(I:I)=n

Définition 14 : Opérateur d’homothétie Soit A € C*, on définit l'opérateur d’homothétie
Ry définie par
VI'e R, R\' = AT
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La propriété suivante est trés importante. Elle met en lumiere la multiplicativité des opérateurs
de Hecke. C’est cette multiplicativité qui se transmet aux valeurs propres des formes modulaires.
De nombreux résultats s’appuieront sur cette propriété.

Propriété 10 : Soient A\, u € C*, m,n € N* tels que (m,n) = 1. Soit p un nombre premier.
Alors :

Démonstration. Les propriétés 1 et 2 sont évidentes.

Preuve de 3 :

Soit I' € R. Soit I un sous réseau de I' d’indice mn. Alors, T'/T" est un groupe abélien fini
d’ordre mn donc d’apres le théoreme de structure, il existe une unique décomposition

L 2Z2/hZ& - aL/dZ  [[d=mn
i=1

Or (m,n) = 1 alors nous pouvons décomposer ce produit entre d; | m et d; | n. Ainsi

T s
[[a=m [[a=n
i=1 =1

On réarrange les d; de telle maniere que

mszt n = ﬁdz

i=1 i=l+1

Or par le théoreme de structure il existe G et Ga groupes abéliens d’ordre respectif n et m tels
que G1 = Z/d1ZeB . Z/dlZ et Gy = Z/dl_HZ@ . Z/dTZ

Ainsi T'/T” se décompose de fagon unique en somme direct d’un groupe d’ordre m et un groupe
d’ordre n. Finalement, comme I est un sous réseau d’indice mn de T', par théoréme d’iso-
morphisme, il existe un unique sous réseau IV de T' contenant I'” vérifiant (I' : TV) = n et
(I :1T") =m.

Preuve de 4 :

Soit I' € R. Alors T'(p™)T (p)T, T(p" )T, T(p" ') R,T sont des combinaisons linéaires de sous-
réseaux de I'.

() TEWTET=TE") > T'= > Y TI'= > a

(I:T")=p (T:T)=p (T":T"")=p™ (D:1)=pn+1
(A) T(p" R, = Z I’ = Z ™ car [T : pI'] = p?
(pT:I")=pn~—1 (i) =pn+1

En dénombrant les sous réseaux d’indice n + 1 dans chaque membre de I’équation 4 on obtient
la relation
a=1+pc

Soit I un sous réseau d’indice n + 1 de T', on distingue 2 cas :
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1. Si T ¢ pI'. Alors, dans (A) on obtient ¢ = 0. Soit IV un sous réseau d’indice p de T.
Alors
T/T = 7/pZ

Soit « € pl, il existe y € I tel que x = py.
On dénote par 7 la projection canonique sur I'/T”. Alors
m(x) = p(y)
Or T'/T” est d’ordre p donc par le théoréme de Lagrange,
7(z) =0
Donc
x € ker(r) =T"

C’est pourquoi pI' C I”.
m(I") est un sous-groupe d’indice p de I'/pI" et w(I'"") C w(I”) est d’indice p.
OrI ¢ pl ,T” CTet ([':T")(I”: ") = p? donc a=1 ce qui donne la relation voulue.

2. Si I C pI alors par construction ¢ = 1.
Soit I un sous réseau d’indice p de I'. Alors pI" C T donc I' C T. Ainsi a=p+1 (nombre
de sous-groupe d’ordre p de (Z/pZ)?) ce qui donne la relation voulue.

Ce qui acheve la preuve. O

La facon dont les opérateurs de Hecke agissent sur les développements de Fourier des formes
modulaires est expliquée a travers la propriété suivante :

Propriété 11 : Soit f une fonction modulaire de poids k. On note

f(z) =) e(m)q™

MmEZL

Alors T(n)f est une fonction modulaire de poids k et

avec

_ mn
v(m) = Z a” 10(?)
a>1,al(n,m)

Les formes propres pour ces opérateurs de Hecke ont des propriétés mimant celles des opérateurs
de Hecke, il est donc naturel de chercher si de telles formes propres existent et quelles propriétés
elles possedent.

Théoréme 3 : Soit f(z) =Y., c(n)q™ une forme modulaire de poids k > 0 non identiquement
nulle. On suppose que f est une fonction propre de chaque T'(n) donc

IANn) e C|T(n)f =An)f Yn=>=1
Alors
1. ¢(1)#0
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2. Sie(l) =1 alors
ce(n)=Xn) Vn>1

On en déduit en particulier des informations sur les coefficients de Fourier qui découlent des
propriétés des opérateurs de Hecke ([Ser73] ) :

Corollaire 1. Sous les mémes hypothéses
c(m)e(n) = c¢(mn)  si (m,n) =1
c(p)e(p™) = c(" ) + P e(p )

Soit

n

Lis, f)(s) =Y 4

la série de Dirichlet définie par les ¢(n) pour Re(s) > k. Grace aux propriétés sur les coefficients
de Fourier on en peut réécrire L(s, f) sous la forme suivante :

Propriété 12 :  Soit f une forme modulaire de poids k non identiquement nulle qui est fonction
propre de T'(n), alors

1
L(Sa f)(s) = H 1— c(p)p—s +pk—1—2$

p premier

Démonstration. Par multiplicativité de n — ¢(n), on utilise la décomposition en facteurs premiers
de n pour obtenir

Lis, f)(s)= I D e ™

p prime n=1

On pose p~® =T et on veut montrer que
- () m __ 1 1 _ k—17p2
Z c(p™)T™" = avec @, (T)=1—c(p)T +p" T
n=0 q)fap(T)

On pose alors
U(T) = <Z c(p”)T”) (1—c(p)T +p"'T2%) =Y " a, 1"
n=0 n=0
On regarde les coefficients de T™ :
— n=1:a; =c¢(p)—c(p) =0
— n > 1 : on regarde le coefficient a,,41 :

ans1 = c(p™t) = c(p)e(p™) + p* te(p" ) =0

Donc ¥ =1 et )

1— C(p>p—s +pk—1—25

s N = ]

p premier

Ce qui acheve la preuve. O
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2.4 Rappel sur les fonctions L

Les fonctions L sont les objets principaux de notre étude. Nous souhaitons dans ce mémoire
étudier la distribution de leurs zéros. Afin d’effectuer cette étude nous rappelons quelques-unes
de leurs propriétés qui vont nous servir par la suite.

2.4.1 Fonctions L et conducteur analytique

Nous allons dans un premier temps donner une définition plus abstraite de ce qu’est une fonction
L. Nous notons L(s, f) une fonction L ou la dépendance en f aura un sens plus profond dans le
cas des fonctions L associées aux formes modulaires (comme défini précédemment).
En suivant la définition suggérée dans [IK04], nous appelons L(s, f) une fonction L si elle vérifie
les propriétés suivantes :

o L(f,s) est une série de Dirichlet qui posséde un produit d’Euler de degré d > 1

5) = Z Af(n)n™° = H(l — al(p)p—S)—l (11— Oéd(p)p_s)_l

n>1

avec \j,a; € C. La série et le produit doivent converger pour Re(s) > 1.
e Il existe un facteur v(f, sz) défini par

d
9 =P LT ( * ”ﬂ')
-

avec k; € C. Ces nombres sont réels ou viennent par pairs conjuguées.
e Il existe un entier n(f) > 1 appelé conducteur de L(f, s) tel que a;(p) # 0 pour p tu(f) et
1 <i < d. Un tel nombre premier p { u(f) est appelé non ramifié.

On définit a partir de ¢a la fonction L complétée

A(f,8) = u(f)**y(f.8)L(f. ).

Cette fonction est holomorphe pour Re(s) > 1 et doit posséder un prolongement analytique
méromorphe avec au plus des poles en s = 0 et s = 1 ([TK04]). Enfin, la fonction complétée doit
satisfaire ’équation fonctionnelle suivante :

A(f,5) = e(/)A(f. 1~ s).
ol f est le dual de f pour lequel Af(n) = Ar(n), v(f,8) = v(f, ), u(f) = u(f) et e(f) est un
nombre complexe de module 1. La valeur de ce facteur £(f) est importante pour la distribution

des zéros, par exemple si e(f) = —1 cette équation force l'existence d’un zéro en s = 1/2.
Enfin, de nombreux résultats peuvent s’exprimer en définissant un objet appelé conducteur ana-

lytique q(f, s),
d
=( H |s + K| +3),
j=1
on note aussi

d
a(f) = a(f.0) =u(f) [T Iwsl +3).
j=1
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2.4.2 Fonctions L de Hecke

Nous allons plus particulierement étudier les fonctions L associées aux opérateurs de Hecke
comme nous les avons définies plus to6t.

Définition 15 : Soit f € H}(N), on associe a f la fonction L de Hecke définie par

En utilisant les propriétés de Hecke, nous pouvons associer a L(s, f) le produit eulérien L(s, f) =
I, Lp(s, f) avec
Ly(s, f) = (1= As(p)p™* + xo(p)p™ )~

Ou g est le caractere principal modulo N.

On définit également
VN k—1
Lo (57 f) = s+
27 2

Alors en posant A(s, f) = Loo(s, f)L(s, f), cette fonction est entiere et vérifie ’équation fonc-
tionnelle suivante :

A(Svf):€fA(1_saf)

Avec
e = iFu(N)A\F(N)NY2 = +1 (4)

On peut de plus écrire les facteurs locaux

Ly(s.f) = (L= ar@p™) " (1=B:(pp~)"
Avec oy et By vérifiant :

L ap(p) + Br(p) = As(p)

2. ay(p)By(p) = xo(p)
3. Sip{ N, |af(p)| = |8¢(p)| =1 (Ramanujan conjecture)

1

Propriété 13 : Pour tout p premier et m > 0

Ar(p™) = Y ap(@)™Bs(p)™

0<i<m

Démonstration. D’apres les relations de Hecke

Ar@™) = A )Ar (") = Ap(p™ )

En posant u, = A\(p™) nous obtenons une suite récurrente linéaire d’ordre 2 de polynéme carac-
téristique
X2 =X ()X +1= (X — as(p))(X — B¢ (p)

Alors
U = Aay(p)™ + Bay(p)™

Avec
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2. uy = A\g(p) = ay(p) + Br(p) = Aay(p) + BB (p) = as(p) + Br(p)

Alors
e oy a0 = By PP
=M = T e 2, W
Ce qui achéve la preuve. 0

La fonction I'" possede de nombreuses propriétés bien connues. Elle possede en particulier une
équation fonctionnelle. Cette propriété nous sert a réécerire Loo(s, f).

Propriété 14 : Formule de duplication La fonction I' vérifie I’équation fonctionnelle sui-
vante :

['(z)l (z + ;) =T (2z)y/m2' "%

Démonstration. Soit
1
B(z,w) :/ 711 — ) tdt
0

On montre dans un premier temps que

— 4// I2z71y2w7167(x2+y2)dzdy
[0,00[2

[
= 4 / T2 o5(6)% sin(9)20 e drdd
0 0

= / xz+wfle*"”dx/5(sin(0)2)w*1(cos(9)2)2712sin(@) cos(0)db
0 0

— F(z—l—w)/lt“’_l(l—t)z_ldt
0
= T'(z+w)B(z,w)

Finalement



En prenant z = w on a
1
T - B(z,z2) = /0 71 —t)* at
+
2

1 1 1 z—1 B z—1
_ 7/ x> (1 x) s
2/, 2

1
= 21_223(57 Z)
L(z+3)
r
— ol-2z /- (Z)l
F(Z + 5)
Donc 1
L'(2)(z + 5) = /m2'7% T (22)
Ce qui acheve la preuve. O

En appliquant cette formule & Lo (s, f) nous obtenons une nouvelle forme

= (2) () e (5550 (545

Corollaire 2.

3 Formule des traces de Petersson

La formule des traces de Petersson est un outil puissant qui permet de faire le lien entre les
propriétés spectrales et les propriétés arithmétiques des formes modulaires. C’est une formule
fondamentale pour notre étude. Elle affirme que

Z wr(n)wy(m) = 6pmp + 2mri® Zcils(m,n, ¢)Jk—1
fer c>‘0
qlc

(=)

Nous allons expliquer les différentes composantes de cette formule puis nous tacherons de la
démontrer.

3.1 Sommes de Kloosterman, fonctions de Bessel et fonctions diviseurs

Au cours de notre étude, certaines fonctions apparaissent naturellement au cours des calculs.
Nous allons dans cette partie donner un peu de contexte aux plus importantes d’entre-elles.
Ces fonctions vont porter des informations arithmétiques ou spectrales qui vont pouvoir étre
exploitées plus tard.
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3.1.1 Sommes de Kloosterman

On s’intéresse aux sommes de Kloosterman. Elles apparaissent dans la formule des traces de
Petersson et nous allons regarder dans cette partie comment les borner. La borne triviale étant
S(m,n,c) < c nous allons voir comment il est possible d’améliorer ce résultat.

Définition 16 : Somme de Kloosterman On appelle somme de Kloosterman la somme

S(mmn,e)= > e (m“j”d>

ad=1 (mod c)

Elles possedent les propriétés suivantes, ce qui nous sera utile pour les borner :

Propriété 15 : Soient m,n,c,a des entiers positifs. Alors S vérifie les propriétés suivantes :

1. S(m,n,c) = S(n,m,c)
2. Si(a,c) =1, S(am,n,c) = S(n,am,c)
3. (Identité de Selberg) S(m,n,c) =3 4 c.m.n) dS(mnd=2,1,cd™1)

Démonstration. Les points 1. et 2. suivent de la définition de S, nous allons nous concentrer sur
I’identité de Selberg. Pour cela nous allons utiliser les deux lemmes suivants :

Lemme 3. On note P(q) le fait que ’identité de Selberg est vraie pour tout m,n € Z et pour
c=q. Soient q1,q2 € N avec (q1,92) =1 alors P(q1) et P(q2) implique P(q1q2).

Démonstration. On note ¢ = q1q2, soient m,n € Z. Soit x € Z. D’apres le théoréeme de Bézout,
il existe x1, ro uniquement déterminés tels que

T =T1q2 + T2q1

Par ailleurs, on a le systeme de congruence suivant L= 1 (mod q1)
zZ =1 (mod ¢2)
Donc
T =T1q2 (mod q1) Z = T3q; (mod ¢2)

D’apres le théoreme des restes chinois :

T = @*71q2 + §1°72q1 (mod q)

(mx+nx> (mx1 +nq22x1) (mxg—i—nquxg)
e _— = e e
q q1 q2

S(ma n,c) = S(m’n(ﬁ27 ql)S(ma n@12; Q2)

Donc

C’est pourquoi
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On applique P(q1) et P(g2) ce qui nous permet de conclure :

=2 -2
mngz” qi mngi~ qz
S(m7naQ) - Z dldQS(la d2 7d71)S(17 d2 7d72)
di |(m.nd>?,q1) ! 2
da|(m,nd1”,q2)

mngs>d>? mnq; 2d>?
S s A 0 o)
201 1 142 2
di|(m,n,q1)
dz|(m,n,q2)

Comme (q1,q2) = 1 alors (m,ng2,q1) = (m,n,q1), (m,ng1%,q2) = (m,n, q2) par le théoréme de
Gauss. On pose d = didy donc

S(m,n,q) = Z dS TZ;,Q)
d|(m,n,q)

Ce qui acheve la preuve. O
Lemme 4. P(p®) est vraie pour tout p premier et « € N
Démonstration. Soit p un nombre premier. On effectue une récurrence sur « :

Si a = 0 le résultat est évident donc on suppose a > 1.
Sia=1et P(p®1). On pose ¢ = p® et soient m,n € Z. Si (m,p) =1 ou (n,p) =1:

S(m,n,c) = Yoo (’”“*"d)

ad=1 (mod q) q

_ Z . (a + mnd)
24 =1 (mod q) 1

= S(1,mn,q)

Ce qui correspond a l'identité de Selberg dans ce cas. Pour la suite on peut donc supposer que
p divise m et n. En utilisant ’hypothese de recurrence il faut montre

)

S(m,n,q) = S(1,mn,q) +pS(

= |3
’U\»Q

n
"p’
Sia=1,onaq=np.

La condition ad = 1 (mod p) signifie que a est inversible. Il y a p — 1 inversible dans Z/pZ. De
plus comme p divise m et n on note m = pu n = pv.

Donc
p—1
S(m,n,p) = e(ku+vk)=p—1
k=1
p—1 k
S(1,mn,p) = e p =-1



Donc I'inégalité de Selberg est vrai pour a = 1.
On suppose pour la suite o > 2 :
Comme (z,q) =1 <= (z,])=1,o0na

S(m,n,c) =pS (m’ nnq>
Alors, on obtient S(1, mn,q) =. Alors on souhaite montrer
S(Lr,g) =0  plr a>2

Par définition

stng = 3 e (“;”)

z (mod q)

Soit ¢ : &+ x4+ rz. Si p(z) = ¢(y) (mod q) avec (z,q) = (y,q) = 1.

p(x) —¢ly) = 0(modq)
(r—y)+r(@—y) = 0(modq)
zy(zx —y)+r(y—xz) = 0(mod q)
(zy —r)(z—y) = 0(mod g)
Or p | r donc r # 1 (mod ¢) = (zy — ) # 0 (mod q)
Donc
x =y (mod q)
Alors ¢ est injective mod q donc
k
S(la T, q) = Z*e >
k (mod q)
- B 50
1<k N1 acegg N
plk
=0
Ce qui acheve la preuve. O

Alors, en utilisant la décomposition en nombre premier et les deux lemmes nous obtenons l’iden-

tité de Selberg. O

Une premiere borne sur ces sommes peut-étre obtenue en considérant leur moment d’ordre 4.
Cette propriété vient de Kuznetsov.

Propriété 16 : Soit p un nombre premier. Alors, pour tout m,n € N tels que pt2mn,

3
1

|S(m,n,p)| < 2p

30



Démonstration. On note Vi,(p) = 3, (mod p) Sk(a,1,p)
Or S(am,n,p) = S(m,an,p) si (a,p) = 1 donc

(p—1DVi(p) = >, S¥abp)

a,b#0 (mod p)

ST S SH(ab,p) = Tla = 0[p)) = T(b = 0[p]) — T(ab = 0[p])

a (mod p) b (mod p)

k
ab =0 (mod p) = S*(0,0,p) = (Zﬁkl 1) =(p—1)"*

a =0 (mod p) = S*(0,b,p) = (Zx[p] 2 (%))k = (=1)*

On a (p—1) possibilités (a étant fixé il reste p— 1 choix pour b). On effectue la méme chose pour
le cas b = 0 (mod p). Alors

p—DVip) = > S¥abp)— (p—1F —2(-1)f(p—1)

a,b (mod p)

De plus,

Z€<Qx+bf) _ Z e(a(zl+~«~+Ik);b(i’1+...+i»k>>

z[p]

On utilise le fait que

0 sinon

3 Q(M>:{p sizy + -+ zp, = 0 (mod p)

a (mod p)

Donc

Z Sk(CL,b,p):l/k(p)'po

a,b (mod p)

Ou v (p) est le nombre de solutions du systéme %1 Tt %k 0 (mod p)
14+ Zr =0 (mod p)
Alors

(p—1)Vi(p) = ve(p)p* — (p— DF = 2(-1)*(p — 1)

Pour la suite nous prendrons k = 4
Nous allons montrer que
va(p) = Y n(u,v)?
w,v[p]
Par définition
1+ T2+ 23 + x4 = 0 (mod p)

v4(p) = #Fsolutions < _ _ _ _
4(p) {x1+x2+x3+$4_0(m0dp)
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On pose

= d
n(u,v) = #solutions {1:1_—|— z2 = u (mod p)

7+ 25t = v (mod p)
Alors
vilp) = > nwvm(—u,—v)= Y n(uv)’

w,v (mod p) u,v (mod p)

SiuZ0OalorsvZ0et T+ y=wv(mod p) = y+ 2z =v(zy) (mod p) = u = v(zy) (mod p) Donc

2y = uv~ ! (mod p)
x4+ y = u (mod p)

En utilisant les relations coefficients-racines on obtient

x,y racines de 2% — uz +uv~' = 0 (mod p)
On calcule A = u? — 4uv~! (mod p)
Si A = 0 I’équation a 1 solution.

Si A n’est pas un carré il n’y a aucune solution.
Si A est un carré il y a 2 solutions et il y a %_1 carrés dans Z/pZ.

En utilisant le symbole de Legendre on obtient

n(u,v) =1+ <14;(U”)>

Remarquons que cette solution ne dépend que du produit uv donc
n(u,v) = n(uv,1)

De plus 7(0,0) = (p — 1) car les solutions du systéme sont {(z, —x) | « # 0}. Finalement

Z 77(“7“)2 = Z 77(“%1)2

u,vZ0 (mod p) u,vZ0[p]
= (-1 > nu1)?
u#0 (mod p)
w \? 4
= (p—1) Z <1+()) en posant w =1 — —
w#1 (mod p) p v

:(p—1)<1+ > (2+2(w))>

w#0,1 (mod p) p
p—1)(142p—-4-2)
(p—1)(2p—-5)

Alors

) =p-12+@p-1)2p-5)=@p-1)p-1+2p-5 =3p—-1)(p-2)
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Donc
(p—DVa(p) =wa(p)p® —(p—1)* = 2(p—1) = Vu(p) = 2p* - 3p° —p— 1

On obtient en ne gardant que le premier terme :
|S(m,n, p)| < 2p**
Ce qui acheve la preuve. O

Nous pouvons obtenir une meilleur borne sur S(m,n,c) en donnant des conditions sur m,n, c.
Nous avons vu a travers la preuve de 'identité de Selberg que les sommes de Kloosterman sont
multiplicative pour la troisieme variable. C’est une propriété puissante qui permet d’obtenir de
meilleures bornes, c¢’est ce que nous allons voir a travers les deux lemmes suivants.

Lemme 5. Soit o > 1, p un nombre premier. On pose ¢ = p**, soit n € N tel que (c,2n) = 1.

Alors 1 on on
strmay =t ((2) ve(-2))

Démonstration. On pose d = a(l + bp®) avec a € Z/p**Z, (a,p) = 1 et b € Z/p“Z.

Si a1 (1 + b1p®) = az(1 + bap®) (mod p**) alors a; = az (mod p®).

De plus a = 1 (mod p*>*) donc (d, p**) = 1 pour tout couple (a,b). Donc il y a p® couples (a, b)
représentant les classes primitives (mod p?®) (c’est-a-dire a € Z/p**Z et (a,p®) = 1).

De plus d = a(1 — bp®) (mod p>*). Alors :

n(k + k)
Z ¢ p2a
k (mod p3%)
(p,k)=1

— d+d
DD SR (=
a (mod p?*) b (mod p=)
(a,p)=1
o a+a (a —a)b
Z Z e\n 2c e\n (e}
o (mod p?°) b (mod po) P b
((Lp):l

S(n,n,p**)

I
s

On rappelle la propriété suivant
Z (a:) { #A siz|p
el —) = .
D 0 sinon
Ici elle devient

(a—a)p\ _ [ p* sin(a—a)|p* « a=a(mod p*) car(n,p) =
Z )e(n )_{p s P > od p®) ¢ p) =1

0 sinon




La condition a = a (mod p*) implique a = £1 (mod p*) = +1 + tp® avec t € {0,--- ,p® — 1}.
Alors a = +1 —tp®. Il y a p® choix pour t et a + a = £+2 donc

oo ((2) o[ 2)

Ce qui acheve la preuve. O

Lemme 6. Soit o > 1, p un nombre premier. On pose ¢ = p***1 soit n € N tel que (c,2n) =

1.Alors
ny\ 1 2n
S(n,n,c) =2 (Z> c2Re(ece <c>)

Avec (%) désignant le symbole de Legendre et . = 1,i sic=1,—1 (mod 4)

Démonstration. De la méme maniere que dans le lemme précédent

P
Stng )Y e(ninf)

a (mod p2a+1) p

(a,p)=1

a=a (mod p<)
La condition a = a (mod p®) se réécrit a = 1 + tp® avec t € {0,--- ,p**1 — 1},
Alors a = +1 — tp® £ t2p>* et a + a = (2 + t2p>*). On obtient
2 + t2p2a)

S(n,n,p**™) = 2Re et

t (mod pt1) (

2n nt?
2Re (e (p2a+1) Z € (p) )
t (mod pat1)

On note t/ =t + kp avec 0 < k < p. Alors % = % + 2k + k2p. Donc e(t') = e(t) pour t (mod p).

Donc )
2 t
s<n,n,p2a+1>:me< (ngl)pa 3 (“p))
)

t (mod p

De plus, dans [Twa97], il est montré la formule suivante sur les symboles de Legendre
(5)-(G)7

> (1) = (1)t

t (mod p) p p

Ce qui acheve la preuve. O

Ainsi, en réunissant les deux résultats précédents nous obtenons la proposition et le corollaire
suivant :

Propriété 17 : Soit 8 > 2, p un nombre premier. On pose ¢ = pP, soit n € N tel que

(c,2n) = 1.Alors
S(n,n,c) =2 (9) c2Re(e.e (2:))

c
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Corollaire 3. Soient 8> 2, ¢ = p® et (¢,2mn) = 1 alors

N|=

|S(m,n,c)| < 2¢

Avec des méthodes beaucoup plus difficiles et puissantes, Weil réussit a prouver une borne de la
méme qualité pour les premiers (et pas seulement les plus grandes puissances), comme consé-
quence de 'Hypothése de Riemann Généralisée (GRH) pour les courbes (Deligne).

Théoréme 4 : Pour tout ¢ > 1,m,n, on note 7(c) la fonction nombre de diviseur, alors

C%T(C) (5)

[

|S(m,n,c)| < (m,n,c)

En supposant cette borne nous obtenons alors la proposition suivante. C’est cette borne qui nous
sera utile pour la suite de ’étude.

Propriété 18 :

S0m 1.0 < Gm . cpmin (- )57@ (6)

(m, c)

Démonstration. D’apres le théoréeme des restes chinois, il suffit de montrer la propriété pour
¢ = p®. Alors, par décomposition en facteurs premiers, il existe n’ € N tel que (n,pﬁ) =1et
n = n'/p®. Alors, par la proposition S(m,n,p*) = S(m,n’ p?,p*) = S(mn’,p?, p*). Donc il
suffit de montrer la propriété pour ¢ = p® et n = p®.

Si o < 3, comme p® = 0 (mod p®),

S(m,p”,p*) = S(m,0,p)
En utilisant les propriétés des sommes de Ramanujan ([TK04]),
1S(m, 0,p%)| < (m,p®) (e +1)
Si a > 3, en utilisant 'identité de Selberg
S(m,p®,p®) = p?S(mp~",1,p°77)
ce qui donne le résultat en appliquant

C%T(C)

Nl

[S(m,n,c)] < (m;n,c)

Ce qui acheéve la preuve. O

3.1.2 Fonction de Bessel

Les fonctions de Bessel sont des fonctions qui apparaissent naturellement dans la formule des
traces de Petersson. Nous allons donner ici quelques informations sur ces fonctions. Les résultats
présentés ici sont démontrés dans [IK04] et [Wat66], ils seront des résultats fondamentaux pour
notre étude des zéros de fonctions L.

Définition 17 : Les fonctions de Bessel sont les solutions de l’équation différentielle
Z2f/I+Zfl_ (22_]/2).}(':()’

ot v est un nombre complexe. Une telle fonction est notée J,(z) et v est appelé lordre de J,(z).
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L’équation différentielle est singuliére en z = 0 donc on coupe le plan complexe le long du segment
(=00, 0]. L’équation différentielle posséde alors 2 solutions linéairement indépendantes qui sont
holomorphes en z € C\(—00,0]. L'une d’elle est donnée par la série entiére

LS (D e
J”(z)’gk!r(kJrHy) (5) ’

qui converge absolument sur le plan. En changeany v en —v nous trouvons une autre solution
J_,(z) qui est linéairement indépendante de .J,(z). Si v est un entier nous avons la relation

Jn(2) = (=1)"J_n(2).

Nous allons par la suite considérer v > 2. Alors J,(z) vérifie les propriétés suivantes :

)

w2 M, (2) = J,a(
27, 1(2) = Juaf
J(2) = Jual

Nous avons également les bornes suivantes pour k > 2 :

Jp—1(r) < min (1,%) k13

N
~
|
&~

+
—
—~
™R
~

Je(z) < o Y4|w — k| + K374

1 sx\F
Jk(x) < E(g)
Jio1(z) < 27F2

siz>0

si0<z<

k
3

.....

3.1.3 Fonction diviseur

Une autre fonction qui nous sera utile dans la suite est la fonction diviseur 7. Elle apparait dans
les formules d’approximation seront énoncées dans la suite. Nous évoquerons principalement ici

comment ’approximer.
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Définition 18 : Soit k € N, on appelle fonction diviseur la somme des diviseurs de n :

7(n) = Zl

dln

Par définition, pour deux fonctions ,g on a la convolution de Dirichlet donnée par
(f*g)(n) = f(d)g(n/d)
d|n

Alors nous pouvons reformuler
7(n) = (1x1)(n)

Cela nous permet de définir la fonction diviseur d’ordre k :
Te(n) = (1%---%x1)(n) = (1pg—1 * 1)(n)
En particulier, pour m,n € N,
m((m,n)) = (r*1)((m,n)) = > 7(d) (14)
d|(m,n)
Nous allons dans la suite utiliser une borne montrée dans [Apo76] sur cette fonction diviseur :
Ve >0, 7(n) < n° (15)
Enfin, on peut montrer en utilisant le théoréme principal montré par [CK62] que
3 d(n) = 2 [(2y - 1) + log(x)] + O (x% log(m)> (16)
nx
3.2 Formule des traces de Petersson et séries de Poincaré

Nous avons expliqué les principaux outils pour obtenir la formule des traces de Petersson. Cette
formule permet de faire le lien entre les informations spectrales issues des formes modulaires et
leurs propriétés arithmétiques. Ce lien se fait par les sommes de Kloosterman. Afin d’obtenir
une telle formule nous avons besoin d’introduire les séries de Poincaré qui permettent générer
I’espace des formes cuspidales.

Afin de mieux comprendre ’espace des formes modulaire nous allons essayer de construire une
base de cette espace. Pour cela nous allons nous inspirer de la construction des séries d’Eisenstein
en moyennant une certaine quantité. Pour la suite de ’étude, nous notons

6(2’) _ e2i7rz

Définition 19 : Série de Poincaré on définit la série de Poincaré de poids k, de niveau q et
de caractére x par

Pu(z)= D> X(0iy(2) Felmyz)

’YEFOO\FU(Q)
Propriété 19 : P,,(2) est bien définie, converge absolument sur H et vérifie

v € To(q) Pn(72) = X(7)j7(2)" Pun(2)
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Propriété 20 : Le développement en série de Fourier des séries de Poincaré est donné par

Pu(z) =Y (5(m n)+ ()5 2mi® S S (m,m, ) ks (“im) >e(nz)

c>0
qle

Démonstration. Par soucis de simplification, nous prendrons x = 1. En utilisant la double coset
decomposition (lemme (1), :

P,(z) = Z j,y(z)*ke(m'yz)

v€l \FU (Q)

=YY i@ )

YET o \I'0(q)/Too TENx

St Y Y el Femr)

1#7€T 00 \T'0(q)/T'oo TE€ oo
(1 n _fa b
T=\o 1) "7 \c 4

_f(a an+b

T=\¢ en+d

. a(z +
Jpr(z) =clz+n)+d 7z = P

Soit ¢ > 0 on pose

Par calcul immédiat

Donc

Or v € SLy(Z) donc ad — bc = 1 donc

a(z+n)+b _a 1
cz+n)+d ¢ (c(z+n)+d)
On pose
TZ 3 clc(z+n ke L L —
ERP RSP T (- eea)

Par formule de sommation de Poisson

Z/ (z4v)+d)7* <”Za - C(c(sz) e(—nv)dv

nez

En posant z = x + iy, on effectue le changement de variable cw = ¢(z 4+ v) + d et alors

am nd ooty s [—m
W(z):Ze(cﬁ-c—&-nz)/ (cw) e(CQw—nw>dw

—oo+1y

On note par J.(m,n) cette derniére intégrale. D’apres les propriétés de la fonction de Bessel
(IKO04]) on a
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e Sin<0: J.(mn)=0
081n>0m—0 Je(m,n) =

m\k nkt
(55)"

T
k—
e Sin>0,m>0:Jc(mn)=23E (2)7 Jp_i( (A
En combinant ces résultats on obtient

P, (z) = Z <5(m,n) + (%) = 2mkz (m,n,c)dr-1 (W) )e(nz)

n>1 c>0
qle

H

Ce qui acheve la preuve. O

Nous pouvons maintenant montrer que ’espace des formes cuspidales est un espace de Hilbert.
Pour cela nous allons construire un produit scalaire (produit scalaire de Petersson). C'est ce
produit scalaire qui permet d’obtenir la formule des traces de Petersson en projetant les séries
de Poincaré sur une certaine base.

dud
LY . Cette mesure est invariant sous

Propriété 21 : On rappelle sur H la mesure du(z) =
Paction de SLy(Z), ie

V Borel ACH Vv € SLy(Z) :  p(A) = p(vA).

C’est donc une mesure de Haar normalisée par la taille du domaine fondamental D.

Z) € SLy(Z), soit z = xg + iys € H2. On pose vz = 1 + Y.

dzid
na) = [ g
'yA

0(x1,y1) drodys
A 0(x2,y2) U3

Démonstration. Soit v = (Ccl
Y Borel A C H? :

Soit une fonction holomorphe f(x + iy) = wu(z,y) + iv(x,y). Alors, d’apres les équations de
Cauchy-Riemann, |Jac,(f)| = |f'(2)]* = gEZ Z;
Dans notre cas

Par calcul nous obtenons

Alors
dany) 1 1 1

w2, y2) y7  (cz+d) i w3

On introduit cette formule dans pu(vA) ce qui nous permet de réécrire

drod
n(vA) =/ 22y2 = u(A)
A Y5

Ce qui acheve la preuve. O
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Définition 20 : Produit scalaire de Petersson Soient f,g € My(q) avec f ou g une forme
cuspidale. Soit To(q) un domaine fondamental sur H. On définit alors

_ e
(f.9) = / o T

Ce produit est bien défini, en effet soit v € T'o(q)

Im(z)k
lcz + d|?F

Fly2)g(v2)m(y2)* = (cz+d)" f(2)(cz + d)Fg(z)

= f(2)9(z)Im(z)"

Une propriété fondamentale de ces séries de Poincaré est leur capacité a projeter sur les coeffi-
cients de Fourier d’une forme cuspidale.

Propriété 22 :  Soit f € Sk(q) telle que f(2) =), 5, af(n)e(nz). Alors, pour tout m > 1,

(k1)
(f, Pm) = Waf(m)

Démonstration. Nous allons montrer le résultat pour I'y(¢) = I'g(1) = T’ pour ne pas alourdir
les notations. La méme preuve s’applique pour un choix plus général de groupe de congruence.
D’apres la définition du produit scalaire, des séries de Poincaré et en utilisant la décomposition
montrée dans le lemme 1 nous pouvons réécrire

trw= [ s | X SE e |

\H YET o \I'

Comme f € My(q), f(2) = f(72)j,(2)*. Donc

<f’Pm>:/r\H o @I f(r2)e(myz)yt 2 dady

'YGFOO\F
Par la proposition |1 sur j,(z) nous avons
Im(y2)" = y*|j, ()| 7>

Donc

(f. P) = / > Im(w)’“f(w)e(mw)dzfy

YET o \T

D’apres le théoreme de Fubini nous pouvons inverser somme et intégrale. De plus on effectue le

changement de variable vz — z et comme d;’j;iy est I'-invariant on obtient

= milz k zZ)eitmz dl‘dy
(. Pw) = g\ / o S
_ Im(2)" f(z)e(mz)dzgy

U, crop 7TV
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Drapres le lemme 2} |, cp_\p 7 (I'\H) est un domaine fondamental sur H. Il coincide avec la zone
1>2z>0 y>0.Donc

/ / Y2 f (@ + iy)e(m(z + i) dady

On pose f(z) =>_,5; ar(n)e(nz).
Par multiplicativité

e(nz)m — eQi?T('IL—m):Ce—ZTr(nJ,-m)y

Donc

Zaf / / k—2 217r(n m)x —27r(n+m)ydxdy

n=1
1 .
/ eQwr(n—m)wd:r — (Sn,m
0

Nous pouvons allons écrire le produit scalaire comme suit

Nous savons néanmoins que

<f, Pm> — af(m)/ yk—2e—4mnydy
0

On pose z = 4mmy ce qui donne

(f, ) = as(m) /OOO (ﬁ)“ e—zﬁ%«"m

{f; Pn) = af(m)(i

Finalement

Ce qui acheve la preuve. O

Corollaire 4. Les séries de Poincaré engendrent en particulier l’espace des formes cuspidales

Si(q) = vect(Py, | m > 1)

La formule suivante est fondamentale, elle donne une quasi relation d’orthogonalité des coefhi-
cients de Fourier au sein de la famille des formes cuspidales. De plus, ces coefficients sont, en
général, tres difficiles a étudier, notamment di au fait qu’ils peuvent provenir de problémes com-
plexes (compter le nombre de solutions & des problémes , compter le nombre de points sur une
courbe elliptique, ...), mais il est possible, grace a cette formule, de les étudier en moyenne sur
les formes modulaires.

Théoréme 5 : Formule des traces de Petersson Soit F une base orthonormale de Sk(q).
Alors, pour tout n,m =1, on a

4m/mn
(471_\/7]6 1Zaf = mn+27‘rszc S(m,n,c)Ji— 1(0) (17)

fer c>0
qle
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Démonstration. Comme F est une base orthonormale nous pouvons décomposer P, selon cette
base, ce qui nous donne :

P, = Z<Pmaf>f

feF

= Y (f.Pu)f
feF

= Z af(m)(l;fr];;kl_)l Z af(n)e(nz)
fer n>1

= Y[ aem Y m)] ene)
n=>l \ feF (47Tm)

En égalisant les coefficients de Fourier on obtient

d(m,n) + 277sz0 (m,n,c)Jix—1 (W) = Z af(m)maf(n)
7

2
On multiplie des deux cotés par (%) k=t

4my/mn

k

klgaf :mn—|—2mgc mnch1(>

(47TV fer c>‘0 ¢
qlc

Ce qui acheve la preuve. O

On introduit maintenant des coefficients pour normaliser cette équation afin d’avoir une version
plus lisible de cette formule, on pose

wp(n) = (aﬂﬁg”)/ as(n)

Avec ces coefficients la formule des traces de Petersson s’écrit

Z%‘(WW: mn+27TZkZC S(m,n,c)J,_ 1(@)

fer c>0
qle

4 Petits zéros des fonctions L associées aux formes modu-
laires

4.1 Cadre et objectifs

Nous avons défini la majorité des outils nécessaires a étudier les petits zéros des fonctions L
associés aux formes modulaires. L’un des plus fondamentaux est la formule des traces de Pe-
tersson. Nous allons commencer par poser le cadre de I’étude et expliquer les objectifs de ce
mémoire. Pour commencer, nous démontrerons un premier résultat de densité. Nous verrons
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ensuite comment améliorer ce résultat en effectuant un travail plus poussé sur les sommes de
Kloosterman et les fonctions de Bessel. Commencgons par présenter le probléeme : dans cette étude
nous allons nous intéresser a certaines familles F de formes automorphes, plus précisément les
familles Hy (N), H;"(N) et H, (N) qui sont des sous-familles des formes modulaires de poids k.
A chacune de ces formes automorphes nous associons la fonction L donnée par les opérateurs de
Hecke

L(s, f) =) As(n)n>. (18)
n=1

Dans cette étude nous supposons que L(s, f) est entiére et, en posant la fonction compléte
associée A(s, f) = Loo(s, f)L(s, f) avec Loo(s, f) permettant d’ecrire I’équation fonctionnelle

A(Svf):‘ng(l_Saf) (19)

avec €y = *1.La forme précise de €7 est donnée par . Ce facteur epsilon a un impact sur la
distribution des zéros de L(s, f) comme cela a été suggéré dans la section .

Dans cette étude, nous supposerons ’'Hypothése de Riemann Généralisée (GRH). Elle généralise
aux fonctions L 'hypothese de Riemann sur la fonction zéta.

Hypothése de Riemann Généralisée (GRH) : Les zéros non triviaux des fonctions L sont
sur la droite Re(s) = 1/2, ou de fagon équivalente, si L(f,s) = 0 pour 0 < Re(s) < 1 alors
Re(s) =1/2.

Dans la suite, en supposant GRH, on note les zéros non triviaux de L(s, f) ps = % + 1y avec
vr € R. Il est montré dans [IK04] que le nombre de zéros avec |y7| < A pour A suffisamment
grand est d’ordre log ¢ ot ¢ est le conducteur analytique (cf . Les petits zéros sont alors les
premiers zéros pour la normalisation vy ;’—fr log cy. Cette normalisation permet d’uniformiser
la distribution de ces zéros.

Les travaux de Katz et Sarnak suggerent une description de la densité de niveau 1 de ces zéros,
en particulier dans le cadre des corps de fonctions et des matrices aléatoires, ([KS1], [KS2]).

Définition 21 : La densité de niveau 1 d’une fonction f € F est la distribution définit par
7
D(f,6) =36 (Fh 1oger) (20)
vr

ot ¢ est une fonction de Schwartz paire qui posséde une transformée de Fourier @ support com-
pact.

Ici, la transformée de Fourier d’une fonction ¢ est donnée par

A +<>O .
o(y) = / P(w)e” >V dz.

— 00

Comme ¢ est une fonction de Schwartz, elle est décroit rapidement. Le facteur % log c¢ signifie
que D(f,¢) mesure la densité de zéros de L(s, f) proche du point central. Comme dans de
nombreux problémes de statistiques arithmétiques, il est compliqué, en général, d’obtenir une
formule asymptotique de D(f, ¢) c’est pourquoi nous allons moyenner sur F. Pour effectuer cette
moyenne nous tronquons ’espace F en deux selon le conducteur analytique et on note

FQ)={feFe <}
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et nous allons regarder le comportement quand @ — +o0o. La moyenne est donnée par

> D(f,9). (21)

feF (@)

- F@)
La Density Conjecture prévoit le comportement de cette moyenne quand @ — oo

Conjecture : (Density Conjecture) Soit F une famille de formes automorphes et F(Q) comme
définie au-dessus. Pour toute fonction de Schwartz ¢ paire sur R qui posséde une transformée de
Fourier a support compact dans R, il existe un groupe G tel que

+o0
lim E(F(Q), 6) = / H(2)W(G)(x)dz. (22)

Q—00 o

W(G) est une fonction dépendant du groupe G. G est un des groupes parmi U, Sp, SO(even), SO(odd), O.

Il est montré dans [KS1] les valeurs de W(G) pour ces groupes :

W(0)(z) = 1+%50(x)
W(SO(even))(z) = 1+Sig:;””
W(SO(odd))(z) = 1-— Si;j;x + 6o ()

Wsp)@) = 1- T

W(U)(z) = 1

Durant la suite nous supposons que k est un entier pair et que N est sans facteur carré. On
note H}(N) I'ensemble des formes cuspidales nouvelles de niveau N (c’est-a-dire pour le choix
de groupe de congruence I'o(N)) (Une explication de ce qu’est cet espace est donnée dans le
chapitre suivant). Pour toute fonction f € H}(N) nous définissons le conducteur analytique par

cy = Kk*N. (23)

Nous pouvons séparer cet ensemble H}(N) en deux selon le signe de e dans 1’équation fonction-
nelle. On note les ensembles associés HE (N).

Les résultats que nous présenterons ici seront de cette forme : Pour ¢ une fonction de Schwartz
paire qui posseéde une transformée de Fourier & support compact dans (—v,v)

1 +oo
Jm e 3 DU = [ el Wie,)@s
FEHT(N)

ot G, = 0,S0(even), SO(odd) pour o = *,+, —.

Notre objectif sera d’évaluer quel support (—v,v) permet d’obtenir un tel résultat. D’apres le
principe d’incertitude, si é a un support large alors ¢ sera concentrée autour d’un point. Un tel
phénomene permettrait alors d’isoler les zéros c¢’est pourquoi nous souhaitons avoir un support
le plus grand possible. Dans un premier temps nous obtiendrons un résultat pour v autour de 1.
Néanmoins, d’apres le théoreme de Plancherel

“+o0 +ooA R
/ ()W (G)(x)dz = / H(y)W(G)(y)dy

—0o0 —0o0
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Et en notant 7(y) la fonction la fonction caractéristique de [—1,1],

WO)@) = dole)+5
W(SO(even))(z) = 6O(z)+%n(x)
W(SO(odd))(z) = 50(3:)—%77(35)“

WED)@) = o(a) — 5(a)

WU)(z) = do(x).

Ainsi, nous pouvons remarquer que dans la zone (—1,1) il n’est pas possible de différencier le
comportement de O, SO(odd) et SO(even). C’est pourquoi nous allons montrer qu'un travail plus
approfondi sur les sommes de Kloosterman et les fonctions de Bessel permet d’élargir le support
de (5 au-dela de v = 1. Nous montrerons a la fin qu’exploiter les poids k& permet méme d’avoir
un support dans (—2,2) si 'on effectue ce travail approfondi sur les fonctions de Bessel et les
sommes de Kloosterman mais aussi un support dans (—3/2,3/2) sans avoir besoin d’effectuer
de tels efforts. Cette observation pourrait motiver des travaux sur les poids similaires dans des
contextes plus généraux notamment en regardant les formes modulaires de Hilbert en prolongeant
les récents travaux de [HW24].

4.2 Décomposition spectrale et dimension de HZ(N)

Dans la suite nous considérerons des formes cuspidales associées au groupe de congruence de
Hecke T'g(NV). Nous allons exploiter la formule des traces de Petersson pour estimer la taille des
familles H7 (V) pour o = *,+, —. Au cours de I’étude k est un entier pair et N est un entier (la
plupart du temps supposé sans facteur premier). Rappelons quelques résultats prouvés depuis le
début :

L’espace Si(N) des formes cuspidales de poids k et de niveau N est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire de Petersson

()= [ 1@at Pdedy, (24)
Lo (N)\H
Chaque f € Si(IV) posséde un développement de Fourier

f(2) =) ag(n)e(nz) (25)

avec e(z) = 2™, On introduit les coefficients normalisés

o=\
W) = (fgis ) 16170 (26)
Deligne a prouvé par des méthodes sophistiquées que
Us(n) < 1(n). (27)

On a également

v(N) =[To(1) : To(N)] =N ][] (1 + ;) : (28)

p|N

45



De méme que dans la section on note le k-eme coefficient de Fourier de la série de Poincaré
normalisée P, par

Apn(mn)= Y Uy(m)¥s(n) (29)

feBL(N)
ot Bi(N) est une base orthogonale de Si(N).

La proposition suivante est une version quantitative de la formule des traces de Petersson, consé-
quence des propriétés que nous avons montrées sur les sommes Kloosterman et sur la fonction
de Bessel.

Propriété 23 : Pour tout m,n > 1,

7(N) (m,n, N)T:
Nks ((m,N

AkN(m n)—amn‘i'O(

+
— |
S
2
el

(S

Démonstration. Nous pouvons reformuler

) c c B c c
i <<m7c>’ <n7c>> = wax((m, ), (n,0)) " (m, ) + (1,)
Donc en se servant de la proposition
47/ v
R= Z c1S(myn, c)Jp1 <7rmn) Z (m n C) (c) min(1, vmn
c
¢=0 (mod N) ¢=0 (mod N)

Or ¢ = 0 (mod N) donc on peut écrire ¢ = bN pour p parcourant N*. Alors, par propriété du
PGCD,
(m,n, N)

R< k™3 N~27(N)S
(m,N) + (n,N)
Avec
S = Z(m,n,b)%lfér(b) min (1, bl:]l\?) < Zbiér(b) min (1, bl:j;\?> Z (m,n)%
b=1 b=1 d|(m,n)
dlb
Donc
= r(b) vmn
S < Z T(d)Z—bmm <1 ka)
d|(m,n) b=1
Dans cette derniére somme,
> 7(d) = 73((m,n))
d|(m,n)

On découpe la somme sur b selon b < Y5~ auquel cas le min vaut 1 et b > ¥5* auquel cas
min = Y7 Y- On pose X = V.
De plus

Z 7(b) = 2 [(2y — 1) + log(z)] + O (x% log(x)>

b<z
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Donc par sommation d’Abel

7(b)
—Z < VX log(X)
o Y

Par sommation d’Abel on obtient aussi

7(b) X
——~ = <« VX log(X)
25 Vv b <X

Donc finalement

Nl

S < 13((m,n)) (M) (vVmn + kN)_% log(2mn)

kN

Ce qui acheve la preuve. O

L’espace des formes cuspidales de niveau N Si(IN) contient des formes déja existantes comme
formes venant de niveaux inférieurs. En effet, si M | N alors toute forme g € Si(M) donne nais-
sance a des formes f € Si(N) en posant f(z) = g(dz) avec d | (M/N). Ces formes sont appelés
formes anciennes. Comme elles sont des objets venant de niveaux inférieurs elles n’apportent
pas d’information arithmétique intéressante. On appelle alors naturellement forme nouvelle tout
forme cuspidale dans S (V) qui n’est pas une forme ancienne et on appelle H;(N) 'espace des
formes nouvelles, il s’agit du supplémentaire orthogonal de I’espace engendré par les formes an-
ciennes pour le produit scalaire de Petersson. En utilisant I’équation fonctionnelle des fonctions
L associées & ces formes nouvelles on peut diviser 'espace H} () selon le signe de 7. On note
Hf(N)={f € Hi(N) | e =+1} et H_ (N)={f € H}(N) | ey = —1}. Cette théorie & été
étudiée par Atkin et Lener (JALT0]) et nous utiliserons ici leurs résultats a ce sujet.

Afin de faire ressortir les informations arithmétiques de Ay n, nous voulons maintenant exprimer
Ay, n(m,n) selon des valeurs propres de Hecke d’éléments de H, (V). Nous avons la décomposi-
tion orthogonale

SN =@ @ Sl (30)

LM=N feH; (M)

ou Si(L, f) est espace engendré linéairement par les formes

fulz) =1"2f(12)  avecl| L.

Une forme nouvelle f de niveau M est une fonction propre de Popérateur de Hecke Ths(n) définie

par
muene =0 ¥ (57 X (). (31)

( ajd\/[:)n L b (mod d)
a,M)=

Pour f € H}{(M) on définit A¢(n) comme la valeur propre de Ths(n)

Ta(n)f = As(n)f (32)
pour tout n > 1. On a la normalisation

ag(n) = Ap(n)nt*= D72 (33)
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avec la convention af(1) = 1. Ces valeurs propres Ay possedent des propriétés fortes qui découlent
des propriétés des opérateurs de Hecke. Ces propriétés sont montrées dans [IK04]. Tout d’abord,
ces valeurs propres sont multiplicatives :

Ap(m)Ag(n) = Z Ap(mn/d?). (34)
(?il,(J\T/Injz)l

Elles vérifient également les propriétés suivantes :
— ()] < 7(n)

2 o1
— ANi(n)=p~isip| M.
Nous pouvons maintenant construire la base voulue & travers les propriétés suivantes

Lemme 7. Soit N = LM sans facteur premier, soient ly | L et ly | L, soit f € Hi(M).Alors

Fios i) = X Ov)TUE (S f)

Ou (-,-) désigne le produit scalaire de Petersson et v(N) = N [],r(1+ %)

Démonstration. En utilisant la méthode du méthode du déploiement du produit triple on pose

F(s) = (E(z,s)f(liz), f(l22))

Ou E(z, s) est la série d’Eisenstein

E(zs)= Y Im(y2)" = Py(s)

YET o \I'o(N)

D’apres le lemme [T] :

F(s) /Fo(N)\H Z Im(y2)* f(lh2) f(l22)y"2dady

YET o \I'o(N)

_ / ) F(l2) F2)y
To(N

EFOC\F

, drdy
T2
Par invariance sous l’action de SLy(Z) :
B — pdxdy
Fs) = L oy T 0T

761“00\1“ (N) (To(N) \]HI) Yy

- /Oooy”k 2(/0 f(l12)

Par définition nous avons

(I )da:) dy
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On introduis ces formules dans F'(s) ce qui nous donne

F(s) ::,/ k2 ‘/ S apn)e(mbz) Y apn)elanzz)de | dy
n>1 na>1
[e%e] 1 )
= af(m)af(nz)/ y‘”’HH/ e2imlmbi=nal2)z gy
nl,n221 0 0
Par calcul

1
2im(nili—nal2)x
/e e ele) dz = 0n,1, naly
0

Donc
Fs) = > > ap(may nz)/ ylsth=D=lemdmmby gy
ni,m221nili=nals 0
= 4m) U (s + k- 1) Z Z s(ny)as(na)(ling)t=F*
ni,ne=21lini=nszls
On pose
I Iy
ni=1"n, ng=10n, I'= LU=
' ? (I1,12) (I1,12)
Alors
nily = naly = ﬂn
101 = nals = (1, 12)

On rappelle que af(n) = n'zT Af(n) et on obtient

(l112)

F(s)=Am)" " T(s+ k-1
ll7l2

25 ZAfznAf ("n)n~

Notons

(I1",s) =Y Ap(U'n)Ap("n)n”

n=1

Comme [ est sans facteur premier, pour n = p® alors p | I implique p | " et pt1” oup | " et ptl'.
Notons alors [, et [;) comme étant (I',p) et (I”,p). Par multiplicativité des As(p®) on obtient

l” HZ)‘f l l// ) —as

p a=0

Siptlalorsl, =1) =1

HZAJ‘ 2 —as _ Z /\f(n)ans

il @ (n.)=1

Sip | Lalors I[p* = p**t et I/p® = p™ ou Il/p* = p**! et I/ p* = p™ Donc

R(l/l“,s) _ Z >‘f( 2 —s H Z)‘f a+1 )‘f ) —as

(n,l)=1 pll \a=0
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En utilisant les relations de Hecke
AP = X (0)Ar (%) = A (0"
On introduit la fonction de Rankin-Selberg
L(s,f@f) =) As(n)’n~*
n>1

Cette fonction est largement étudiée dans [IK04]. Nous utiliserons ici les propriétés classiques de
cette fonction. En utilisant cette fonction on peut réécrire

Rp(l,s) = ) [J(+p~*) 'L(s, f & f)

pll

Donc

lily) =

F(9) = ) e k= ) A )L f @ DT+ 57

pll
De plus, d’apres les propriétés de la fonction de Rankin-Selberg,
_ T
(£, f) = (4m) T (k) gv(N)Res(L(s, f @ f), 1)

Et
1

vol(T'o(N)\H)

En prenant le résidu en s = 1 des deux cotés on obtient

oo fin) = Ar Q) E(f, f)

Ce qui acheve la preuve. O

Res(E(z,s),1) =

On introduit

o Z(f:5) = Lot Ap(n®)n=

o Cu(s) =2 mm " =TIlm(1— po)t
Les fonctions de Rankin-Selberg possedent les propriétés suivantes qui nous seront utiles pour
déterminer une base de Si(N)

Propriété 24 :
L(Sa f ® f) = Z(S? f)g(s)/CM(S)
Res(L(s, f @ f),1) = Z(1, f)M /(M)

Alors, en assemblant la proposition 24 et le lemme [7] nous obtenons le lemme suivant qui nous
permet de réécrire la norme d’une forme nouvelle.

Lemme 8. Soit f une forme nouvelle de poids k et de niveau M | N, alors

v(V)e(M)

(. 4) = (m) TR D

(1, f)
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On souhaite désormais choisir une base orthonormée de Si (L, f), on la note
Hi (L, f) = {fa;d | L}

avec

fa=3 2 fi

1L

On pose
6p(di,d2) = (fa,, fa)/{f f)
S wa, (l)wa, (I2)As (1 )V\([ll)

l 12

lA

On pose 1 = al’ et Iy = al” avec (I’,1”) =1 alors par multiplicativité de v et Ay on obtient

pdide) =Y > > g, (al' )z, ( ZN)Af(Z)Af(z”)/W

T v (")
De plus,
Lo =1 = Z 1(b)
bl 1)
Alors
Yo FUI =300 > wdf1) :Z ZZfl’ ) —Z )Y dl"

14 1

=1 T TR
d\l/ d|l”

On applique cela & §; donc, en appliquant encore la multiplicativité de A et v

2
1(dy, da) ZZ < Z) zl: @b (1) S Z% (abl")A; (1) \(zﬁ

1

D

En regroupant les termes selon ab = ¢, cela s’écrit

7(d1,ds) = pr(e)ya (€)ya, ()

c|L

0= Y uton (20

blc

Ou l'on a posé

Vp, q premiers, a, 3 > 0

w(p®q®)p*q® (W)Q = u(p™)pn(?)p*q” <>‘f(pa)>2 <>‘f(qﬁ))2

v(p*q?) v(p®) v(q®)
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Donc par décomposition en facteurs premiers

5o (557)
o= (345)

p

pr(c)

Rappelons que par définition de la fonction de Mobius

1 sia=0
wp®)=< -1 sia=1
0 sia>2

Et on définit aussi

ya(c) = Z sr:d(cl))\(l)y\([ll)
UL

Par inversion de Mobius

%

za(l) =Y yalcl)p(c)Af(c)

c|L

v(c

~

Afin d’obtenir une base orthonormée on souhaiterait que 07(d1, d2) soit le symbole de Kronecker.
C’est-a-dire que la matrice (yd(c) pr (c)) = Id.
Cela se traduit par

v(c)
0 sinon

zq(l) = { (e Verp () VXD sid = el

On obtient alors la proposition suivante :

Propriété 25 : Soit N = LM sans facteur carré, soit f € Hj(M). Soit

d H 1 k1
fd<z>—(pf@) PIVCIERVEIE

Alors {fa;d | L} est une base orthogonal de Sy (L, f).

Nous avons ainsi créé une base orthogonale de Sy (L, f). Cela va nous permettre d’écrire Ay x(m,n)
selon cette base.

Soit f € Hj(M), f possede un développement en série de Fourier avec comme coefficients de
Fourier af(n), nous pouvons exprimer les coefficients de Fourier de f; ainsi :

enm = (5) X HGx @ (7)

cl=d
ln
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On rappelle (29)
Apn(mn)= Y Uy(m)¥s(n)

feBK(N)

Ot By (N) est une base orthogonale de Si(N) et (25)
T(k—1)\? . _
ws0) = (fger ) Ao

En utilisant la base ainsi construite on obtient

Apn(mn)= Y Y > @m) k- )| fII—— ()

LM=N feH; (M) d|L

5 oo (2) | o (2

v(c
erli=d cala—=d (c2)
ll|m la|n

On suppose désormais (m,n, N) = 1. Alors (I1,l3) = 1 et on pose ¢; = bla,ca = bly. On peut
donc rassembler les deux dernieéres sommes :

A0\ plaly) m...n

Z) <Z> = X (G sanpMaRA A

( l1 l2 blyly = d ( (b) ) (1112) L ly
ll | m, l2 ‘ n

De plus, par multiplicativité, soit p un nombre premier,

L ()P
ps(p) BRCESE
b A2 L AW L
o pr(b) v(b)? pr(p) v(p)?2  ps(p)

Alors ,

b (MmN

bz]; pr(b) ( v(b) ) pr(B)
Donc
d
%md) (;) (;) p (L)A (m,L)Ag(n, L)

Avec



Or, d’apres les relations de Hecke

mn

Ar(m)Ag(n) = Z )\f(ﬁ)
d|(m,n)
(d,M)=1

Comme [ | (m, L),d | (m/l,1) alors d* | (m,dL). On peut réécrire A; de la fagon suivante :

Af(m,L) = —— g 1w(6)oA#(
’ ) v((m, L)) 52|(m,5L) ! 62)
Donc, d’aprés le lemme [8] on obtient

L L Af(m7L)Af(naL)
(k= 1r(N) pr(L)Z(1, f)

Ak,N(m, TL) =

On pose

- o1 MN
1,f) = UEV; MO = Sty (@)

Oul| N> < [p|l=p| N]Donc

12 Zn(1, f)
A =— E E A A —_—
) (k—DN FEH(M) o A ) Z(L.1)

Si (m,n,N) = 1 et (mn,N?) | N Af(m,L) ne présente qu'un terme dans la somme donc se
simplifie en

A= S T

Lemme 9. Soit N sans facteur premier, (m,n,N) =1 et (mn, N?) | N, alors

Ag,n(m,n) = D) N Z Z Ap(m)Ap(m) Zn(1, f)

Dans le but de transformer cette expression en une somme sur les formes nouvelles, on définit
ZN( ) f)
AZ,N (m,n) = Z )‘f
feHy(N)
avec o = *,+, —

Propriété 26 : Soit N sans facteur premier, (m, N) =1 et (n, N?) | N, alors

k-1 (L 1
Af n(m,n) = Z nL Zl Ag v (mi?,n)

Lyv=n" l\LDO
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Démonstration. Nous allons traiter le terme de droite dans cette égalité, nous le notons RHS.
En utilisant le lemme précédent,

Ay v (mi? n) = Z > 1 (mﬂ))‘)(‘;”))ZM( f)

/
L/M/ ]\/IfEH*(M’ ((n7L )) Z ’f

Comme [ | L et (m,N) =1 alors (m,l) = 1 donc Ag(ml?) = Af(m)A¢(I?). Donc

- L B 1 )\f(m))\f(l2>Z]M<1vf)
RHS = Y ((7 Zl > > v((n, L)) Z(1, f)

LM=N l|L°° L'M'=M feH} (M)

S I

1|Lo°

Par définition

Donc

_ u(L) L 2L 2L S)
RHS—LA;N D L,MZ,MKHZM, T s PR

Comme N est sans facteur premier, Zy(1, f)ZL(1, f) = Zn(1, f). On pose LL' = L" et

RIS = 3 S poims Y M)

L"M'=N L|L" JEHT (M)

Or ,
1 sill'=1
Z wlL) = { 0 sinon

LlL//

Donc L = L' =1 ce qui implique N = M’.

RHS = > Af(m)xf()

feHE(N)
Ce qui acheve la preuve. O
De plus, selon [ILS00], si (n, N) =1 en utilisant

2AE \ (m,n) = A} y(m,n) £ i* p(N)VNAL y(m,nN)
Donc, si (mn,N) =1

A,fN(mn N Z Z'u Apu( lQ,n):tik%\/N Z ZWAk,M(mF,n)

LM=N ||[> LM=N [|L*

En combinant la proposition [23| et la proposition [26] on obtient
Propriété 27 :  Soit N sans facteur premier, (m, N) =1 et (n, N?) | N. Alors

o (mm) = C LoV} + O (b (mn) (n, N)~ 222 (N)r((m, m)) log(2mn )
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Définition 22 : On définit de maniére équivalente

z,N(n) = Z )‘f(’n’) 0= *7+7_

FEHT(N)

En utilisant nous pouvons relier A,f N et AL N
Propriété 28 : Si(n,N) =

200 v (n) = A} x(n) £ " u(N)VNA v (nN)
Et si N est sans facteur premier avec (n, N2) | N

* -1 Z ,UJ n L ) Z mflAk,M(mQ,n)

Lv=n" (m,M)=1

Afin de pouvoir travailler avec ces objets nous allons diviser les sommes en deux termes

rn(n) = A;C,N(n) + AN (n)

Avec ko1
_ H B
AkN Z . L) Z m~ A ar(m?,n) (35)
Lm=n" (m,M)=1
L<X <y

Avec X,Y des parametres que l'on choisit pour couper ces sommes. Typiquement, X et Y sont
petits.

Lemme 10. Soit N sans facteur premier, (n, N?) | N et supposons Z(q)nN):l Ar(Qlag <
(nkN)¢ pour tout f € H(M),M | N. Alors

> ARy(ng)ag < (n, N)VPEN(X T+ Y V) (nkNXY)
(q)nN):l

Démonstration. Rappelons

)\f(n))\f(m) ZN(L f)
Ak,N(mv n) Z Z y(mn, L)) Z(l, f)
LM N feH; (M)
Alors
- k -1 M -
Apn(ng) = Z v((n, L)) L) Z m™ A (m?,m)
LM=N (m,M)=1
L>X m<Y
k -1 w(L -1 2
i Z W (CN3) L Z m~ Ap ar(m*,n)
LM=N ( ,M)=1
L<X m>Y
_ _mlL)
= 2 KDy 2 Af(nq)
KLM=N feEHX (M
L>X
n(L)
+ Z m Z )‘f(n(I)Tf(KMv Y)
K%sz)?N ’ fEH] (M)
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Avec

rf<KM,Y>Z’;A(”1f1];)f LS )

D’apres [ILS00)
rr(KM,Y) < Y~ Y2(kMY)®

Et
IAr(n)] < 7(n)(n, N)~/?

Ce qui acheve la preuve. O
En sortant le terme ¢ = 1 de la somme on obtient finalement
APy (n) < (n, N)V2EN(X 7+ Y V) (nkNXY)*

De plus, en appliquant la proposition [27| a chaque Ay ps(m?,n) dans la définition de Alk’ N(n),
on obtient

Ay y(n) = ]‘;1_21@\(/];) (1 +0 (;((]J\\]f))j)\Q) +0 (k‘l/3 ((Z,X]\va)l/z (nkNXY)€>

O le premier terme n’existe que si m? =n

Propriété 29 : Soit N sans facteur premier et (n, N?) | N, (n,N) =1 alors

Ajn(n) = 1121\(/17\;) +0 ((n,N)*l/in/G(kN)z/‘g)

ot le terme principal n’existe que si n = m?

Démonstration. On spécifie X = Y'1/2 = n=V/7k8/21 N3/7 dans les formules précédentes. O

Remarque.
En réalité, ce choix de X permet d’avoir une borne légerement meilleure

A n(n) = 12\(/5) +0 ((n, N) 1/2”1/6k13/21N4/7)

mais ce gain n’est pas pertinent pour la suite de notre étude.
Nous pouvons maintenant estimer la taille des espaces Hf (N).

Théoréme 6 : Soit k > 2 pair et N sans facteur premier, alors

k—1

H(N)| = —
HE(N)| =

P(N) + O((kN)*?)
Et, si N #1
k-1

+ —
HEWN) =

(N) +O((kN)*/%)
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Démonstration. En prenant n = 1 dans la proposition [29| on obtient

. kE—1
i) = Toe(V) + O ((kN)??)
Or
in(D) =) 1=[H{(N)|
FEH(N)
Donc L
—1
H(N)] = S L o(V) + O(RNY2)
De plus
2|HE(N)| = [HE(N)| + Af v (N)
Et
A} n(N) = O((kN))
Donc 1
—1
[HE(N)| = 2 o(N) + O((kN)*/%)
Ce qui acheéve la preuve. O

4.3 Formule explicite pour D(f, ¢)

Nous voulons maintenant établir une formule explicite pour D(f, ). Nous avons presque aucune
information sur les zéros, il est donc compliqué d’étudier D(f,¢) directement c’est pourquoi
voulons reformuler D(f, ¢) en fonction de parametres sur lesquels nous avons plus d’informations.
Nous reprenons les propriétés sur les fonctions L expliquées dans la section 2:4.1]

Soit A(s) = ][, Lp(s) un produit Eulerien avec les facteurs locaux

Ly(s)=(1—ai(p)p™*) ™ - (1 — am(p)p™*) "

Avec |a;(p)] < 1 (Conjecture de Ramanujan) pour p # oo et

Loo(s) = AQ°T (g + al) - (; + am>

Avec A#0€C,Q > 0,1, = 0. On suppose que A(s) est entiere d’ordre 1 et satisfait
I’équation fonctionnelle

A(s) =eA(1—s)

Soit G(s) une fonction holomorphe dans la bande —1 < Re(s) < 2 qui vérifie :

G(s) =G(1—ys) et s2G(s) < 1

Lemme 11. Soit p = % + iy décrivant les zéros de A(s) avec multiplicité. Alors
1 N
> Glp) = 5 /( . 2G/(s) - (s)ds
P
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Démonstration. On applique le théoréme des résidus a 2G(s) 1}\(8) :

1 s
— [ 2G(s ds = Res(G
2iT Jo s) ;

Avec C rectangle de coins (—1, —iT); (2, ) (—1,¢T).

7

(

De plus, en notant m la multiplicité de p , %;

s=p
A/
Res(2G— A ,p) =2mG(p)
Alors

1 /
2G(s)~— =Y "2
2mcG A (5)ds = ZG

—1—iT 24iT —14iT 2—iT
Ll e )
c —144T 2—iT 24+iT —1—iT
D’apres ’équation fonctionnelle
Jo= .

Traitons maintenant les intégrales horizontales :

On décompose

/2 e )f\/( )ds_/2 2G(t+iT)AX/(t+iT)dt

—1—4T —1

Or
1 |A(t+4T)| < log(T)

2. Gt+iT) <

Donc yir
) / 1 T oo
/ 2G(s) T (s)ds < %
1-iT
De méme .
1 A/ i
/ 2G(s)—(s)ds =20
24+4T A
Finalement

Jim 2G(5)AX/(s)ds=2 /( 2G(8)AX/(s)ds

T—o0 c

Donc en rassemblant les intégrales on trouve que

| A
= /(2) 26(5) - ()ds

Ce qui acheve la preuve.

99

iT);
£ (log(A)) = (25 + -+

) donc



On peut réécrire cette propriété dans une forme qui nous sera plus facilement exploitable plus
tard a travers la propriété suivante

Propriété 30 :  Avec A(s) =[], Ly(s) on a

> Gl =) Hp (36)

0
1. Sip# o0, Hp) = —2 552, (5, a%(p)) F(p)logp
2. H(co) = 2F(1)1og Q + ¥, F

Et

1 1 ot

G(s)y~°ds F; =

Fly) = —
W) =i ) 2im J3)

Bt w(z) = 12

Démonstration. Soit A(s) = ]_[pL (s), alors, pour p # oo, log(A(s)) =3, >, —log(1—ay(p)p~*)

donc
Z Z Z p)log(p))p~"*

Finalement, en utilisant I’holomorphie de G pour déplacer l'intégrale,

1 AN —vs
i Jo 2T O = g [, 20O DD e ) oo

—QZlog(p Z Za 2@7r/( )G(s)p_”sds

Si p = oo, comme Loo(s) = AQ*[[%, T'(3 + ),
log(Loo(s)) = og(4Q") + > ¥(5 +ay)
j=1

On obtient de la méme fagon

H(co) = 2F(1)logQ + > F

Ce qui acheve la preuve. O

Afin d’obtenir une bonne normalisation pour étudier la densité de niveau 1 on specifie

= ((--3)22)

Avec R > 1 et ¢ une fonction de Schwartz paire telle que QAS est a support compact.
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Dans ce cas,

1

F(y) = %n (%)G(S)y

+
— 1 oo¢ (logRt) y—(%-i-it)dt

27 oo 2m

log y

1 +oo ,

B 1 & logy
~ log Ry \logR

Et

Dong, en supposant GRH p = % + v (36) devient :

v _i_ - v s (vlogp\ _, 5 logp
;(b(%lOgR)_logR QZZ ;aj(p) ¢(logR)p 21ogR

p v=1

Avec

+o0 ;
A=26(0)logQ+ > A; A= / W (aj - i + 27%) S(x)ida

— 00
Par développement de Taylor,

U(a + ib) = ¥(a) + ib¥'(a) — glll"(a) + o(b?)

b2
U(a —ib) = ¥(a) — ib¥ (a) — qu"(a) + o(b?)
Pour avoir un meilleur apergu de ce terme nous pouvons utiliser le lemme suivant

Lemme 12. Nous avons la formule d’approximation pour a > 0

1

\I/N(Cl) ~ _ﬁ

Démonstration. Nous utilisons la formule de Weierstrass pour la fonction I :

i~ L)

k=1

En utilisant la dérivée logarithmique nous obtenons :

I 1 = [1 1
T = X )
oo

1 1



Donc

/ — 1 " — —2
YOSl YOSl

k=0 0
On en déduit donc le résultat.

On utilise cette formule d’approximation et le développement de Taylor pour déduire que

U(a+ib) + ¥(a —ib) = 2¥(a) + O (a~%b?)

Cette formule permet d’obtenir le lemme suivant qui donne une approximation de A

Lemme 13. Nous avons la formule d’approximation
1

Aj = 5(0)\11 (Oéj + 4

) + O (((aj +1)log R)~?)

Démonstration. Nous partons de la définition de A; et nous utilisons la parité de ¢ pour pouvoir
appliquer la formule d’approximation :

+o0 ;

/_ U (aj + i + 1207;12) o(z)dx
Hoo 1 2mix 1 2mix

[l (o i igr) #v (o 1 ) o
“+oo 1 1 B 2

[ v e g)+o (o gt )| o

= <aj + i) $(0) + O (((ej + 1) log R)~2)

A

Afin d’obtenir le O(- - - ) nous utilisons le fait que ¢ soit une fonction de Schwartz, ainsi [~ 22¢(z)dx
converge d’ot le résultat.

D’aprés le lemme [12] (o + 1) =loga+ O(1) si a > § donc
A= ¢(0)log(ar - @) + O(1)
Alors, pour A(s) = A(s, f) et f € Hj(N), d’apres la forme de Lo (s, f) on obtient

A= $(0)log k>N + O(1)

On déduit de cette expression une formule d’approximation de D(f, ¢) donné dans la proposition
suivante :

Propriété 31 : Soit ¢ une fonction de Schwartz paire sur R de transformée de Fourierq?) a
support compact, et R > 1. Alors, pour f € Hi(N) on a
~ logk®N 1 ~ [ logp 2logp
D = 0 —¢(0) — A — 38
(16 = SO+ 590 - st (oen) e (38)
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2logp\ 2log loglog 3N
A ( O(———
MZN s <logR>plogR+ log R

Démonstration. Par définition, nous avons
f
Dif,0)= Y ¢(310gR)
(f,9) > ¢ (5 log
p=5+ivy

Nous allons utiliser la formule que nous venons de prouver sur cette somme (37)
gl viogp\ _,;logp
AN R) /2 258
So(gent) = i 223 (S0 )6 (5 )ik
Avec

A= ¢(0)logk®>N 4+ 0(1)

ce qui nous donne le premier terme dans . Nous rappelons que nous avons vu dans la propriété
13 que Vv 2 0, [Ya¥(p)| <2et

Z% = af(p) + B¢ (p) = Ar(p)
> i p) + BFp) = As(0?) — xo(p)

De plus, sip | N,

ay(p)Br(p) = xo(p) =0
Donc ay(p) =0 ou Br(p) =0, or A\;(p) = ay(p)+ B¢(p), on va supposer Gf(p) = 0, ce qui ameéne
Ar(p) = az(p). Rappelons que pour p | N |as(p)| = p~'/? donc pour p | N on a Np) =p "
Nous allons alors estimer les différents termes pour v = 1,2 et v > 3.

e Pour v = 1 : nous avons le terme > A (p)é (llgggg) \/ngfng. Nous séparons les cas
p I NetpfN Sip|N onalpl=p /2 donc [,\0)0(12h) 2k, <

@ Zp‘Np’l log p. D’apres le premier théoreme de Mertens,
Zpil logp < log N
pIN

On décompose N en facteurs premiers, on note N = p;...pg donc log N < log pi. D’apres
le théoréeme des nombres premiers pp ~ log N donc prpfl logp < loglog3N (On
prend 3N pour éviter les probléemes N = 1,2). Finalement on obtient le terme

logp 2logp loglog 3N
S M _21ogp_ | ; (loglog3N
vl logR/ /plog R log R

e Pour v =2 : nous avons le terme > (\y (%) — x0(p))d (ﬁ‘;g]f) legggﬁ. Nous séparons les

casp| NetptN.Sipt N, xolp) =1.Sip| N, xo(p) =0 et comme la somme est finie

on obtient grossierement que c’est O ﬁ . Finalement, on a le terme

g R

~(2logp\ 2logp 1
) -1
Z()\f(p) M(logR) plogR+O<logR>

ptN
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. 5 o0 v 2 (vlogp),—v/2logp
e Pour v > 3: Nous cherchons a borner le terme > > 77 (Z] % (p)) ) ( oot ) p v/ Toags-
v ; 5 : 2 (vlogp\ , —v/2logp ] 5
Comme |Z oy (p)| < 2 il nous reste a estimer Zp 10) ( Tog It ) D Toz " ¢ étant a support
compact nous pouvons borner grossiérement cette somme par @ car la somme est finie.

Donc
vlogp —u)2 logp 1
ZZ Za (logR)p log R < log R

p v=l1

Afin d’obtenir la formule finale, il nous reste a traiter *prN b (%é(g’g; ) illggg]’; De la méme

maniére que pour le cas ¥ = 1, nous complétons cette somme car y_ o(2 ff;gﬁ ) ; llggg B < loglcl:;glg N

s 2 (2logp\ 2logp
donc on va estimer ¢ ( oa Tt ) Tloerr- Par sommation d’Abel

Z‘% 2logp 2logp 2 /Ooé 2logt dO(t)
" logR ) plogR logR J; log R t

Avec 0(t) = > < logp =t + 0O (zexp(—cy/logz)) d’apres le Théoréme des Nombres Premiers.

2logt
log R’

2logt dO(t) [, 1
1ogR/ (logR)t_/o ¢(“>d“+0<bg1%>

Comme ngS est paire, par formule d’inversion de Fourier fooo gﬁ(u)du = %gb(O).

Alors, en posant u =

En mettant bout & bout ces résultats on obtient alors

2 logk?N 1 ~ [ logp 2logp
D(f,¢) = ¢(0) log R +2¢(0)_p%)\f(p)¢(logR>\/]3h)gR

21 21 loglog 3N
= S0P ( ng) og +O(ogog )
e logR / plog R log R

Ce qui acheve la preuve. O

Pour la suite nous notons
o E(¢) =¢(0) + = 1 d(@) (14 380(2)) da

2lo
° P(f,0) = p\N)‘f (1053) \/ﬁlfng
En utilisant GRH sur L(s,sym?(f)), ([ILS00] chap.4) montre que

2logp\ 2log loglog kN
> Ar(p <
e logR ) plog R log R

En choisissant R = k2N, ce qui correspond au conducteur analytique de f avec f € H +(N), nous
obtenons la formule

D(f,6) = B6) - P70+ O (P25 ) (39)
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4.4 Premiers résultats pour H;(N)

L’objectif de cette partie est de donner un premier résultat sur la Density Conjecture a partir
d’estimations qui n’exploitent que les outils déja énoncés. Nous allons montrer que le résultat
s’applique & H}f(N) pour une fonction ¢ de Schwartz paire ayant une transformée de Fourier a
support dans (—v,v). Nous allons montrer dans cette partie quel v permet d’obtenir un premier
résultat.

Dans un premier temps, nous allons utiliser les résultats des précédentes parties pour estimer la
somme
> D(f,9)
JEH(N)
On utilise ici I’équation équation et le théoreme @ Alors :

Bi(6) = “ Lo (N)B(6) ~ PL(6) + O (W(MW)

Ou 'on pose

Zi@)= Y P9
fEH(N)
Par définition de P(f, ¢) on réécrit

@;@)Z( > Af<p>)&(fj§§)m

ptN  feH[(N)

On rappelle que Aj(n) = ZfeH;;(N) Ar(n) et qu’on a définit la décomposition
Aj(n) = Ak (n) + A (n)

Nous avons montré (35)) que

i _k_l M(L)M 1
A =T 2 Sy 2 M Akl
LM=N (m,M)=1
< m<Y

Et, avec le choix de parametre X =Y = (kN)®,

o kp(N)
AR (n) < log EN

En utilisant la définition de Ay pr(m?,n) nous trouvons une autre forme pour A} (n) qui sera
plus facilement exploitable :

, k—1 k—1 w(L)YM 1 4mm~/n
agm = PR S S ,,(, Dy 2 ¢S e

LM=N (m,M)= M)
LX gy

En assemblant ces résultats, nous pouvons reformuler 27} (¢) de la maniére suivante :
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N _ k—1 1 w(N)
Pr(p) = 15 E w(L)M E m- E c kac)+0<lgkN>
LM=N (m,M)=1 c=0(M)
L<X m<y

Avec

. dtm ~ [ logp 2logp
: = 21"y S(m? i — -
Qilm. <) ™ oIN (", P )i 1( c \/ﬁ)(b(logR) VPlog R

Rappelons que nous avons les bornes suivantes :

1/2
c c

S(m,n,c)| < (m,n,c)min ( , ) 7(c)

N (n,c)” (
Etsik)?et0<x<§

Jr—1(z) < 2~k

Dans les sommes il y a les conditions m <Y et ¢ = 0(M) donc ¢ = 0(%) alors ¢ > £. De plus, (;3
est & support compact, on nous (—v,v) ce support lo gg < v ce qui est equwalent a p P=R"
avec v/ < v. Ainsi la contrainte 47;m P2k 3 se réécrit 4Z XYPl/2 < g c’est-a-dire

127 XY PY? < kN (40)

Sous cette contrainte nous pouvons estimer Q. (m,c) :

d™m ~ ( logp 2logp
* - 9 -k E
Qk(mvc) ™ S 7p7 ']k: 1 ( c \/]3) ¢ <IOgR> \/ﬁlogR
pIN

_p4mm logp
< 2~k (VL 7(c
12; c vp /Dlog R (c)

< 27 Fmes—1/2p

oll nous utilisons Ve, 7(c) < ¢*.

Maintenant nous allons nous servir de cette majoration pour estimer &7 (¢) :

. k1 k(N

Zi0) = Pt X o Y ow Y Qime +o (1550
LM=N (m,M)=1 c=0(M) &
Lsx m<Y

< 2fkp Y oM Y Y ey 10‘2(2\2

LM=N  (m,M)=1c=0(M)
L<X m<Y

On note ¢ = CM et comme la série Y, C~%/2%¢ converge on obtient

_ _ ko(N)
- 2~ kEp MeYV2(EN)E
Ze(9) < § (kN) +logkN
LM=N
LLX
ko(N)
2~ k:kPNE 1/2
< +logkN
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Afin qu’il n’y ait pas de contribution de 2} (¢) dans % (¢) il faut que les deux termes dans
P} (@) soient bornés par k ©(N) - Op utilise R = k2N donc on nécessite

log kN *
N)
27}9PN€71/2 — 90(
log kN
) 3/2
RY = 2k N
log kN
o<k log 2 log N n log N
logk?N  loghk?N = 2logk?N
log N
’ < 14 —2
v +210gk2N

Et nous obtenons donc un premier théoreme de densité

Théoréme 7 : Soit ¢ € S (R) une fonction de Schwartz paire dont la transformée de Fourier
¢ est d support compact dans (—v,v) avec

log N

U= g (2N

Alors, N parcourant les entiers sans facteur carré et k fixé pair :

—+oo

i o X Do) = [ e@WO)e)d

ot W(O)(z) =1+ dp(z)

Remarque.

Asymptotiquement, nous obtenons un support dans (—3/2,3/2) en aspect niveau et (—1,1) en
aspect poids. Nous allons maintenant voir comment des méthodes plus poussées permettent
d’améliorer & un support dans (—2,2).

Dans la suite nous allons chercher a améliorer ce support et nous allons aussi donner un tel
résultat pour les familles H ,;t(N ).

4.5 Exploiter la somme sur les premiers

Nous allons dans cette partie exploiter la somme sur les premiers dans 77 (¢). Pour cela nous
utiliserons ’hypothése de Riemann pour les fonctions L de Dirichlet sous la forme suivante
([K04],chap 5) :

>~ x(p)logp = by + O(a/2(log cx)?)

p<T

ou x est un caractere modulo c et J, est la fonction indicatrice du caractere principal. Nous
aurons besoin des deux objets suivants :

Définition 23 : Soient n,c des entiers, soit x un caractére modulo c. On appelle somme de

Gauss l'objet
G = > wae ()



St x est le caractére principal cette somme devient une somme de Ramanujan

Rino)= Y e() = 3 u(S)d

a (mod c) d|(¢,n)

En exploitant les relations d’orthogonalité de caractéres nous obtenons le lemme suivant :

Lemme 14. Soient m,n des entiers et x > 2 alors

> S(m,np,c)logp = %R(m; O)R(n;¢) + O(p(c)x 2 (log cx)?). (41)
5

Démonstration. Sip 1t c alors il existe une unique classe de congruence a (mod c) telle que a = p
(mod ¢) par unicité de la division euclidienne on peut donc réécrire

Z S(m,np,c)logp = Z Z S(m,na, c)la—p(c log(p)
p<zT p<z a (mod c)

pte

D’apres les formules d’orthogonalité de caracteres

On rassemble ces résultats

S smamoer=— 3 (X x@tmand) (X wioss)

p<z X (mod ¢) " a (mod c) p<T
pfc

On va maintenant traiter la somme sur a (mod ¢) a Uinterieur. Pour cela on applique la définition

de S(m,an,c) donc

S x@Stmaned = Y x@) Y e(Mhem)

C C
a (mod c) a (mod c) d (mod c)

De plus en appliquant GRH on trouve

> S(mnp.)logp = —= 30 Gr(m)Gy(m){da +0la'/*(logea)?)}

pfe



On rappelle que pour les sommes de Gauss nous avons la relation d’orthogonalité
Y G )P = (o).
x (mod c)

En effet, par les relations d’orthogonalité } | 04 ) X(@)X(b) = ¢(c)da=p(c) et comme |Gy (n)|?> =

Gy (n)Gy(n), nous avons

ISP IS X(a)x(b)e<(a_cb)n)

x (mod ¢) x (mod ¢) a (mod ¢) b (mod ¢)

> | X xew)e (")

a,b (mod ¢) \ x (mod c)

= > 9

a (mod c)

= ¢(c)®

g

2

S
I

Alors, en sortant le caractere principal de la somme nous avons

S S(m,np. ) logp = ——R(mi)R(nic) + —— Y Gy(m)Gy(n)}{O(/*(logcx)?)}
= o(c) vle) (o &

On applique l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour traiter la somme :

NN DS |Gx<n>|2)1/2( > |Gx<m>2)l/2<so<c>2

x (mod c) x (mod c) x (mod c)

En combinant ces résultats nous obtenons le résultat souhaité

Z S(m,np,c)logp = %R(m; ¢)R(n; ¢) + O(p(c)xt/?(log cx)?)
-

Ce qui acheéve la preuve. O

Dans le cas ou ¢ et n ont un diviseur commun suffisamment grand nous pouvons améliorer
ce terme d’erreur en utilisant des caractere de plus petit modulo, ce qui nous donne le lemme
suivant :

Lemme 15. Soit M tel que M | (¢,n) et (M, m) = 1. Alors

Z S(m,np,c)logp = %R(m; ¢)R(n;c) + O (@(%)xlm(log cx)2) (42)
Fite

Dans cette formule le terme principal disparait si (M,c/M) # 1. S’il y a égalité alors

@R(m; ¢)R(n;c) = Sﬁlzij\ﬁ) R (m; ﬁ) R (%, %) (43)
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Démonstration. On effectue la méme méthode que pour le lemme précédent. On pose ¢ = ¢/ M
et n =n'M et on décompose modulo c

1
> S(m,np,c)logp = B > ( > x(a)S(m,an,c) )( > X(p 10gp>
p]\gp[x ¥ X (mod ¢) “a (mod ¢’) pPsT
pMtc

On reconnait de la méme maniere les sommes de Gauss :

Z x(a)S(m,an,c) = Z x(a) Z e(%d)e(ﬂd)

a (mod ¢’) a (mod ¢’) d (mod c) ¢
= Z e(de)GX (TL/J)
d (mod c)
d -
= Y (B G (D)X (M)
d (mod c)

= G- (m)Gy- (n")u(M)x" (M)

ol x* désigne le caractére primitif y (mod ¢’). Donc

> S(m,np,c)logp = % Y uM)x(M)Gy (m)Gy (n') {8z + O(z/?(log ¢'z)*)}

PST
pMtc

x (mod ¢’)

On sort le caractere principal et on applique GRH donc

> S(m.np.) o = —u(M)xo(M) (s R(o's ) + O ()2 2(og ea)?)

PST
pMtc

Comme le terme principal doit coincider avec le lemme précédent nous obtenons le lemme. [

Nous allons nous servir de ces lemmes pour pouvoir estimer les sommes que nous retrouvons
dans le chapitre précédent.

Dans un premier temps nous voulons estimer Y ,<, S(m?,p, c)
ptN

logp

. Pour cela nous utilisons la
VP

formule de sommation partielle donc

> p<a S(m?,p,c)logp 1 e >t S(m?2,p,c)logp
E S(m — _pN 2 / ptN dt
p<Lx 7p7 \/15 \/5 - 2 2 t3/2

ptN

On applique maintenant le lemme Notons que R(1;¢) = u(c) donc le premier terme est

2(C§R(m c)zt? + O(p(c)(log cx)?).
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Nous allons regarder le deuxieme terme :

. Sop<t S(m?,p,c)logp
PIN

[T R(m*c) | ¢(c)log(ct)?

, 57 dt = /2 cp(c)t1/2 + ; dt
< Rgzcjc)f—i—clog(cx) log(x)
< cex)®

3 S(m?,p,c k)jﬁpzzgg}z(m O)z'/2 + O(c(cx)?) (44)
oy

On fait de méme en se servant du lemme [[5] et on estime :

3 S(m?,pN, c)k’ﬁ; - Q%R(m% B)R(L; b)z'/? + O(b(bx)°) (45)
by

ot LM = N, ¢ =bM et le terme principal n’existe que si (b, M) = 1.

Nous pouvons maintenant trouver des meilleurs estimations de @} (m,c). On suppose que ¢A> est
a support dans (—wv,v) alors la somme dans Qf(m,c) parcours les premiers p < P = RY" avec
v/ < v. On rappelle que

. 4m ~ [ logp 2logp

* _ k 2

Q(m,c) = 2mi %N S(m<,p,c)Jk—1 <c \/ﬁ> 0] <logR) Jplog R
P

Afin d’introduire dans Qj(m, c¢) on effectue une sommation partielle donc

. ~2mik 210gp drm~/x\ » (logx
Qk(m’c)__logR {ZS \/p }dJk_l( c >¢<logR>

p<z

On peut maintenant appliquer :

Qilm, ) = — 2T [~ {22 R 012+ 0(etear) fas (T )3 (125) )

On note V,*(mc) le terme principal. par intégration par partie

45k 2u(c) 5 1 47Tmf ~(logx
R(m~; —=J

log R ©(c) (m ’C)/O N ¢ log R de

4mmy/T
—— donc

Vi'(m, ) =

On effectue le changement de variable y =

71



Vi) = 2 RO 75, )5 (212 g, (an)

Regardons maintenant le terme d’erreur. Il est borné par
o° drmy/x\ 4 (logz
c(ex)dJy—
[ eteoran () o (12
Comme (25 est a support compact, on décompose dJi_1 et on majore (25 par ||q§||oo, ce terme est

borné par
P
o [ (e () e ()
0

c x
On pose z = “mf VP donc le terme d’erreur est borné par

2(cP)° / )]+ e )y ™)y

De plus, nous avons les formules de récurrence 2J/,(y) = J,_1(y) — Jo41(y) et 2vy~1J,(y) =
Ju—1(y) + Jo+1(y) donc en prenant v = k — 1 le terme d’erreur est borné par c¢(cP)¢vy;(2)z avec

(z) = 2! / (2@ + ks )] + T () )y (48)

On cherche & borner 7, (z). Pour cela on regarde deux régimes :
e Si 3z < k, alors on peut appliquer la majoration J;,_;(z) < 2 %z donc

Ye(z) < 27F

e Si 3z > k, nous utilisons la majoration J,(z) < z7/4 (\x —v| +u1/3)71/4 on coupe
Iintégrale en 3 régions :
— Si |y — k|4 k'3 < kY3, cela correspond 4 la région y < k. La taille de cette région est
2k et [y (y)| < k™VAETVI2 = |71/ et

1 / ()| dy < k!
ly—k|<k1/3

— Siy>k+k'3alors (Jy — k| + kY/3) <y — k donc |Jx(y)| < y~'/*(y — k)~'/%. Donc

z z—k
[ en iy = [ ey
k+k1/3 k1/3
z—k
< k71/4/ y71/4dy
k1/3
4k_1/4
_ - {(z -~ k)3/4 _pl/A
< kY2

Or z > 3k donc 27! <« k~! donc finalement

z’l/ ()| dy < k2
y=k+k1/3
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— On effectue le méme calcul si y < k — k'/3
Donc
ve(z) < kY2

Nous venons alors de montrer le lemme suivant :

Lemme 16. Pour tout k > 2 et z > 0, nous avons y,(z) < i (z) avec
Sa(2) = 27F  sid3z<k

M= k12 532>k

En rassemblant ces résultats nous obtenons

Qi(m,c) = Vi (m, ) + O(3n(z)mP"/?(ckN)7) (49)

Néanmoins, nous pouvons nous débarasser ici du terme principal car il est absorbé dans le terme
d’erreur. En effet, comme ¢ est & support dans (—v,v), y < z

[ eatns (20T gy < [l
< 2(2)
donc, en rentrant V;*(m, ¢) dans le terme d’erreur il reste
QL(m, ¢) < A (z)mPY2(kN)* (log 2¢) 2 (50)
En assumant comme dans le chapitre précédent que nous avons la condition 127 XY PY/2 < kN

alors 32 < k et Yx(2) = 27" et en entrant la majoration de Qj(m,c) que nous venons d’affirmer
dans la définition de 27} (¢) nous obtenons

* k -1 _ _ * k N
Pr(9) = 12 Z n(L)M Z m~! Z c 1Qk(m’0)+0(10@<k]\),)
LM=N (m,M)=1 c=0(M) &
L<X m<yY

- 1 ko(N)
< k2 kpl/? Z Z 272(]?]\7)84‘
L£\4=N (m,M)=1 ¢ ClOg(QC) log kN

<X omgYy
_ kp(N)
k27 P2 (kN + 2
< (kN + log kN
ko(N)
< logkN

La derniere ligne est la conséquence directe de la condition 127X Y PY2 < kEN. Nous prenons
toujours X = Y'1/2 = (kN)¢. Cette condition donne une majoration pour le support. On rappelle
le choix P = RY avec R = k2N :

kN
127 XY

/
%logkzN < logkN

S < log kN
log k2N

P1/2
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Nous avons donc amélioré le support de ¢ ce qui nous donne le théoréeme suivant

Théoréme 8 : Soit ¢ € (R) une fonction de Schwartz paire dont la transformée de Fourier
¢ est a support compact dans (—v,v) avec
log kN
v=2—2——.
log k2N
Alors, N parcourant les entiers sans facteur carré et k fixé pair :

400

im S D(f;0) = / 6(x) W(0) (x) d

N—oo |HE(N)] sz oo
ot W(O)(z) =1+ dp(x)

Asymptotiquement nous obtenons un support dans (—2,2) en aspect niveau, ce qui est meilleur
que dans le théoreme précédant. Néanmoins nous obtenons, asymptotiquement, le méme support
en aspect poids (un support dans (—1,1)). Ce phénomeéne n’est pas surprenant car nous n’avons
pas exploité les poids pour le moment, les sommes de Kloosterman ne portant des informations
que sur le niveau.

4.6 Des résultats sur les familles Hif(N)

Dans cette partie nous allons nous servir des résultats que nous avons déja prouvé afin d’ob-
tenir un théoréme de densité pour les familles H ,;t(N ). Pour ces familles, nous ne voyons pas

les comportement des groupes SO(even) et SO(odd) avec un support de ¢ inclu dans (—1,1).
[ILS00] montre comment faire pour obtenir un support dans (—1, 1), pour cela il faut reproduire
le travail effectué pour H};. Nous allons montrer dans cette partie comme avoir un support plus
grand.

De la méme facon que pour H;(N) nous définissons
Zp(0)= >, D(f.9)
FEH; (N)
Rappelons I'équation fonctionnelle vue a la section [2.4.2]
As, f) = efA(1 =5, f)

Avec
e = i"u(N)A\f(N)NY2 = +1,
On peut donc réécrire
25y = Bi(0) £ B (9)

BE(¢) =" W(N)VN Y M(N)D(f, ¢)

feH(N)

Comme |\;(N)| = N~1/2 nous obtenons en utilisant (39)

loglog kN
2 (0) = -2 () + 0 (ko) L)
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avec

PE(9) =i"u(N)VN D X (N)P(f.¢)

fEH} (N)

Nous voulons maintenant évaluer @f (¢). On utilise la définition de A} y donc

10 21o

# gP gP

O %A (og &) Jplog B Jilog R (51)
p

On utilise et de la méme maniére que pour &5 (¢) il vient

M k(N
PHO) =R Y MO PR ma+o(2) o)
L<XN m<Y c=0(M)
ot 4 1 21
™n ~( logp ogp
Q m,c) —27TZ MZNS m?2,pN, ¢)J_ 1< . \/ﬁv)qs(logR)\/;BlogR (53)

Afin de borner la fonction de Bessel nous souhaitons utiliser Jj_1(z) < 27 % sous la condition
T < % Cela donne cette fois la condition

12r XY PY/? < kN2 (54)

Sans exploiter la somme sur les nombres premiers, [ILS00] montre, de la méme fagon que ce qui
a été fait pour H(N), que le support de 6 est inclus dans (—1,1). Nous souhaitons ici avoir
un support plus grand. Pour cela nous utilisons les mémes méthodes que précédemment. Nous
avions montré (45))

3" S(m?,pN, 10\%9 = 2%R(m2;b)R(L; b)z'/2 + O(b(bx)°) (55)
N

ot LM = N, ¢ =bM et le terme principal n’existe que si (b, M) = 1.

En appliquant les mémes calculs que pour Qj(m, c) il vient

Qf (m,c) = V¥ (m, ) + OGu(z)mLP" >N~/ (ckN)?) (56)
avec , JF
. M)R(L;b)R(m?*;b) [ ~(2log(cy/4mm\/ N)
VA (m, ¢) — 2it A ’ ’ / T d 57
<) myv/Ng(b)log R 0 k-1(y)9 log R 4 (57)
c=bM,LM = N et z = immy 2N VPN - On prend ici 4 (z) < k~1/2, qui est toujours valable.
On peut réécrire @;f (¢) en utilisant les formules au-dessus, rappelons que ¢¢ < log(2¢) 2,
k—1 _
PE@) =" > oy 2 m P D RILDR(m*b)ed)! (58)
Ly=n" ( M)=1 (b,M)=1
L<X <y
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> 2 210g(by\/ﬁ/47rmL) dy 1/2 €
[ o (R ) B oy )

o : k+s k—s\ "
| awan =255 )r(530)
0

En se servant de cette formule on calcule maintenant l'intégrale dans (58) :

Rl +oo ] e
/ Jr—1(y) |:/ ¢(x)e—2mx(2log(Al,r:g))/longx:| dy
0

—00

D’apres [ILS00)

dimx

- /O T ) / +w¢<x><bym>_mdaz dy

o d7mmL

+oo

= log(R) /0°° Jr-1(y) 47mmL

— 00

o 4irx . )
_1og(R)/+ oz log R) <4b7””mL) I‘<k_24”m) Jr (/H;lmx> .

fo%e) dimx
= log(R) /+ ¢(zlog R) <2;T\;nNL) r (g - Qims) /F (]; + 2i7rx> dx

Nous voulons alors estimer E(m M)=1 fooo en utilisant cette nouvelle forme pour I'intégrale. Néan-

—ditx
od(xlog R) (by\/ﬁ> dz dy

dimx
moins, a cause du terme (Qb%) il y a un probléme de convergence en 0 si I’on inverse somme

et intégrale. On introduit alors un parametre € > 0 qui nous permet d’inverser somme et intégrale.
On va alors s’interesser a

3 Ty +OO¢(1 R)x(e + amiz) [ 27mL Tk g /F Kt oine ) d
- o —EL)I% . Z 10g X\& TTLXL \/N 9 Y¥I¥A 9 1T T

ol on note
X(s)= Y R(L;b)R(m*b)p(b)~'b~* (59)
(b,M)=1

Remarquons ici une erreur dans Particle [ILS00]. D’apres leurs estimations,
—1 1 1 ! 1—s
X(8)=Cs+ s+ )7 T (1- =) (14— IT ¢~ -1v
P’ (p—1)p
plmL pl(m,L)

ou (ps désigne la fonction ¢ tronquée. Ce résultat n’est pas satisfaisant car il n’est pas correct
en prenant M = L = 1. Nous allons alors nous détacher des résultats proposés dans [ILS00] afin
de les corriger. L’objectif est d’estimer

XLm(s) = > R(L,b)R(m?* b)p(b) b~

(b,M)=1

On s’intéresse au pole s = 0 car c’est ce terme qui est responsable de la divergence de I'intégrale,
ce terme va fournir une contribution dominante a la somme.
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e On commence par regarder le cas L = M = 1. Dans ce cas R(1;r) = u(r), alors

X1,1(S):X(5) = Z u(?"):s

mMﬁlﬂﬂ

1) +(1) (1)

De plus

1 B 1 p—s p—s
et ) (1) (142
(p—1)p* p p—1
—1 —5 _ —2s
_ p p
N (-
( p(p—1)
Alors en entrant cette formule dans le produit au-dessus nous obtenons que

x(s) = ((1+ 5)a(s)5(s)
Avec e
L a(s) =[], (1 + %)
—1
2. B(s) =11Ipm (1 + ﬁ)
f(0) log(p)

Notons a(s) =[], f,(s).On a f,(0) =1 et f,(0) = ;?5(—1)1))' Alors 755 = o2
Donc

a(0) = pp—1)

Ce qui se réécrit

a(s) = a(0) +a’(0)s+--- =1+ O(s)
De méme

FO) ) _ o

70) =22y = Olestiog(@n)
Comme $(0) =[], x (1 + ﬁ)_l =1L m WTP) — so(J\Jy) on obtient

5(5) = 2001 1 (s log(log(301))))
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En réunissant ces estimations

() = £ +O(s0(M10g(Al;g((3M))>

Regardons maintenant le cas général pour calculer x(s). Dans ce cas

R(L;b) = o(b)p ((55)) 14 <(L?b)>1

R(m*;b) = ¢(b)p ((ms,b)) v ((mgv b)>_1

et

De la méme maniere que pour le cas précédent on utilise la décomposition en facteurs

premiers de b.

(p,M)=1

3

On pose L = [T, p’* et m? = [, p?™. Donc (L, [T, p%) = [L, 2" et (m2, ], p) =

H p{llill(27i7ai)

i

On définit a; ; = ¢ — min(Bp,, 1) et az; = — min(2y,,,¢). Alors :

xem(s) =TT Don@)pe™)e ™) e @) elp

(pM)=1 1

Nous cherchons maintenant & estimer la somme, différencions les cas :
— SiptLetptm:

> =14 (-1)(-1) sp(p)( SN S

— SiptLetp|moup|Letptm:

S = 1+ap) 2 L

— Sip|Letp|m:
On pose val,(L) = a et val,(m?) = 3

Alors
pi 1 SiigOL
S a): P sit=a+1
PP p* avec 2 |ksii>a+1

On obtient un résultat similaire en remplacant « par 5. Alors :

; i 1 si ¢ < min(aq, 5)
u( ,»pa>u( ipﬁ) ~1 sii=min(a,f) +1
S VAN Y 0 sii>min(e,8) + 1
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On pose a = min(cq, ) etaz{ 1 sia#p

2 Sia:ﬁ
Alors :
e k
Z:1+Z¢(fs)+n
= P
Avec 1
Ts = PE=D(aTT) sid=1
— ) .
p—1)pG-D(a+D sid=2
De plus
0t st
ks - s
k=1 p =1 p
=
— p_ll—pa(l—s)
p 1-—pl=s

Donc finalement

11— a(l—s)
Z S P T + T
p l-p~®
Maintenant que nous savons comment se comporte la somme nous pouvons revenir au
calcul de xrm

1 s s p—11—pri=9
xem(s) = ] (14-@) II a—»> [ a-» ][I - T _ s +T5)
wan=1 LTI (p.M)=1 wan=1 P b
ptL ptL p|L p|L
ptm plm ptm plm

De plus {p premier} = {pt L et ptfm}U{p|Loup|m}={ptLetptm}U{p|Lm}

Donc H _ H ) H )71

(p,M)=1  (p,M)=1 (p,M)=1
ptL p|Lm
ptm

De plus , soit les ensembles A = {p | L} et B={p|m}. Alors {p | Let pfm} = A\ B
et {ptLetp|m}=B\A Donc A\B UB\A=AAB = (AUB)\ (AN B). Ainsi

IIT a-p» I[ a=p= ] a=p ] a=p"

(p,M)=1 (p,M)=1 (p,M)=1 (p,M)=1
pfL p|L p|Lm p|L
plm ptm plm

Récapitulons maintenant ce que nous avons pour xr m :

1 . 1 . 1. p—11—pei=s)
R | L B e | B B B )
(p,M)=1 (p,M)=1 (p,M)=1
p|Lm p|(L,m)
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Il nous reste a étudier le comportement des deux derniers produits :

1.
_ S 1 —1 _ s
Nem(s) = (p};Ll(l p )1+ S 1)ps) I1%:6
p|Lm
Avec
_ -D-1
fp(s) = (p—1)p° +1
pP—1 = slog(p)+O(s?)
pP’lp—1)+1 = p+0(1)
Donc

fols) = slogp(p) (p— 1)+ O(s)

Si le produit est vide alors mL =1 et np,, = d(mL, 1)
Sinon soit @y = #{p | mL, (p, M) = 1}. Comme % <letp<mL:

NLm = O (s log(mL)™)

Donc
Nem = 6(mL,1) + O (s log(mL)™)

p— 11— pa(lfs)

G(L,’m)(s) = H (1 7p78)71(1 - + T5)

° _ ml—s
(p,M)=1 P 1=»p
p‘(L,m)
Prenons 6 = 1.
1. P 1 B
1— —) 1 — _ 52
( pé) p*—1  slog(p)p® (™)
~11-— a(l—s)
Fy(s) = 1-7F i
p  1-p®
p—11-—p°
F,0) = 1-— .
»(0) P g
1 —p2
- 14+ —L
P
Fie) = P21 _alog(p)p*" (1 — p'~*) + (1 - p*U 7)) log(p)p'~*
P p (1—pl=s)2
Fi0) = log(p) p**'(a—1) —ap” +p
D p—1
- 1—p° / 2
Fo(s) = 1+ + F,(0).5 + O(s%)
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—5\— Fy(0 F;)(O)
On pose Gy(s) = Fy(s)(1 —p~°) 7! = Slog((l)j) * gy T O(s)

Alors en posant 0y, ,,y = [[ Hp(s) on obtient

£, FO)

s —pott s
Hy(s) slog(p) " log(p)  * +0ke)
COBO o

De plus (L, m) < Lm et on pose Qy = #{p | (L, m), (p, M) =1} <

Or,m)(s) = 0((L,m),1)(1 + O (s~ log(mL) ™)

On obtient de méme en prenant § = 2

Alors
NLm (8)0(r,m)(s) = 6(mL,1)(1 4+ O(slog(mL)))
Finalement
X(s) = i(]\]\j)é(mL, 1)+ 0 <‘P(]\Jf) log(mL 10g(3M))>

Comme 6(mL,1) implique L = 1 donc M = N nous pouvons réécrire

x(s) = @ix)a(mL, 1)+0 (‘pg\f) log(mL log(SM))) (62)

De plus, la fonction I' vérifie la formule

k+s\ L (k—s\[k\’ [s]
"(57) = (57) () o))
On peut alors estimer

e—0 € —4mix
L 0 ©(M) log(mLlog3N)
M log R

2 . 7’ N o\ . 7’
On pose A = fG—WN; et on s’intéresse a la derniere intégrale dans la formule au-dessus. On remarque
que (A)Qwra: — 62271'1; log A donc

+oo +oo dx
= log R 2mxlog A isin(2rxlog A)| ————
/_OO ¢(xlog R) [ cos(2mxlog A) + isin(2mx log A)] i

— 00

On regarde dans un premier temps l'intégrale portant le cosinus et on commence par effectué le
changement de variable z — ¢ :

oo d oo 1+ 4i
/ ¢(xlog R) cos(2mx log A) ﬁ = ¢(exlog R) cos(2mex log A) %dw

—0o0 — 00
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Or la fonction x — ¢(exlog R) cos(2mex log A)4dmra est impaire (car ¢ est paire) donc l'intégrale
est nulle, il nous reste alors

Foo dzx oo 1
1 2nxlog A)—— = 1 2 logA)————
/ ¢(xlog R) cos(2mx log )8 i / ¢(exlog R) cos(2mex log )1Jr (47m)2dx

— 00 — 00

Pour I’intégrale portant le sinus on passe le 7 au dénominateur, finalement

+oo +oo d +oo 1
[m = 7/700 ¢(zlog R) Sin(?ﬂlegA)miier/,oo ¢(exlog R) cos(2mex logA)mdz

x

log R

oo 1 oo . log A, dx 1
/ T imR ( - [ ot R o ) s T 4¢(0>>

— —oo

On effectue le changement de variable z — prend la limite € — 0 ce qui donne

On rappelle le choix R = k>N ce qui nous donne

Foo 1 +oo sin 27 1 1
/_oo ZQIOgR(_/_OO ¢() 2rx dm+2¢(0)>+o<logR>

En appliquant cette formule dans nous obtenons

E—1 Foo in 27 1
7o) = e [ o e - 500)
loglog kN / -
+ O(k<p(N)10g N + (kP)* 2(kN))

Afin d’avoir la méme contribution pour les deux termes présents dans le O, il faut
loglog kN

log kN
P < kN?*(kN)™3

(kP)'2(kN)* < kp(N)

Comme P = RY avec v/ < v cette condition est satisfaite pour

_log EN?
v log k2N

Alors, pour ce choix de support pour ¢ nous avons

— Feo sin 27x oglo
o) =" [ o2 s~ Lo0)) + 0 (ke EE) o

Rappelons que

Bt (6) = 5 (#i0) £ 2L (9)) (65)

DO =
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Notons que le support choisi est plus restrictif que celui choisi pour que Z7/(¢) n’ait pas de
contribution dans %;(¢). Alors, comme

v k=1 loglog kN
7i(6) = "5 E() + 0 1ol E 2T
On rentre la formule (64) dans (65), nous avons finalement
k-1 ~ 1+1 oo sin 2w loglog kN
£\
20 = e {300+ 15 00 2 [ o 2 e o (ke E ) (o0

ce qui se résume par le théoreme suivant :

Théoréme 9 : Soit ¢ € S (R) une fonction de Schwartz paire dont la transformée de Fourier
¢ est d support compact dans (—v,v) avec

_ logkN?
~ logk2N’

Alors, N parcourant les entiers sans facteur carré et k fixé pair :

A}gnoo |H+( fG};N)D (f; ) / ¢(z) W(SO(even)(z) dx
1 +o0
m i9) = x SO(odd)(z)(z) dz
N TH (V) fEHZW)D(f 6) = [ 6@ W(SO(odd)(w)(x)d
0l W(SO(even) () = 1+ 522 et W(SO(0dd) () = 1 — 5252 46y (x)

Asymptotiquement nous obtenons un support dans (—2,2) en aspect niveau. On remarque prin-
cipalement que ce support dépasse (—1,1) ce qui était fondamental pour différencier les distri-
butions de SO(even), SO(odd) et O comme expliqué dans la section

4.7 Exploiter les poids

Jusqu’ici nous avons considéré uniquement I’aspect niveau laissant I’aspect poids intouché. Cela
vient du fait que les sommes de Kloosterman ne laissent apparaitre que ’aspect niveau. En ex-
ploitant les sommes sur les premiers et en utilisant des bornes connues sur la fonction de Bessel
nous avons pu améliorer le support de q?) Néanmoins nous pouvons traiter la fonction de Bessel
Jg—1(4m/mn/c) de fagon analogue & S(m,n,c) en introduisant une sommation sur les poids
pairs. Nous allons voir dans cette partie comment cette méthode permet d’¢largir le support de
¢ vers (—2,2).

Dans [Iwa97] il est montré la proposition suivante qui nous sera utile pour traiter de la somme
sur les poids de la fonction de Bessel.

Propriété 32 : Soit h € C°(R) une fonction a valeurs réelles et K > 1. Pour a = 0,2 et
xz>0,0na

4> ( )Jk 1(x) = hi(x) — ik (@), (67)

k=a(4)
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ou

I
>

hi ()

Il
>

avec

hv) = /0 TV g, (68)

les constantes implicites ne dépendant que de h.
Corollaire 5. Sous les mémes conditions que la proposition précédente nous avons

2 3 () s =a(E) ol

k=0(2)
K iwn [ K? x
2 Z ) h( )Jk 1( ):—\/Ehn<§ge h<2$>>+0(f{4),
k=0(2)
ot (g = e2mi/8

Commencons par remarquer que le terme oscillant domine si z > K2, il faut donc s’assurer que
z < K? Soit K > 3 et N sans facteur premier. On définit

24 k-1
> k—lh(K> >, D(f.9) (69)
k=0(2) fEHZ(N)

avec 0 = *,+,—. La somme a l'intérieur de &7 est la moyenne considérée dans les dernieres
parties donc nous pouvons réécrire

k% (M) (70)

Afin de normaliser «7 on introduit

- ¥ (S ) ™)

k=0(2)
Nous allons regarder ici le cas ¢ = *. Nous pouvons traiter de la méme fagon o = =+.
Lemme 17. Sous les mémes conditions que précédemment
A*(K,N) = h(0)Ko(N) + O((KN)*?). (72)
Démonstration. D’apres le théoréme 6] nous avons

()] = L ok
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Alors

A(KN) = Y 2h<k;(1>+0 Sk 1/3h(kK )N2/3)

k=0(2) k=0(2)

Pour le terme d’erreur, comme h est a support compact k¥ < K donc on majore grossierement
h par son maximum et k par K, donc on obtient O((NK)?/3). Regardons maintenant le terme
k=1) et on applique la formule de sommation de Poisson

principal , on pose g(k) = 2h(%%
k—1 2k —1 R
> ot - kzezzh( o) =S

k=0(2) neL

ol §(n) désigne la transformée de Fourier de g. Or, par changement de variable 21

o) = (-1 ()

— U,

2
Comme h € C°(RT), Vn > 1, ﬁ("QK) < (1 + "2K|> Va. Donc
A*(K,N) = h(0) + O((NK)*/?)
Ce qui acheve la preuve. O

Nous allons maintenant reprendre les résultats des parties précédentes en ajoutant une somme
sur les poids. Ainsi i¥J;_1(x) est remplacé par I(z) avec

S 2 kh<kK >Jk () (73)

k=0(2)

I(x)

avec & = 4mm,/p/c. Les méthodes des chapitres précédents peuvent étre étendus en moyennant
sur k, nous reprendrons alors les formules obtenues pour Q7 (¢). Nous supposons la condition

PY? « K2N(KN)™% (74)
alors & < K?7¢ donc en appliquant le corollaire 5 cela revient &
I(z) < sK~* (75)

De plus, 2J;,_(x) = Jr_2(z) — Ji(x) donc en appliquant le corollaire 5

ar'@) = Y 4’“h [Jk 2(2) — Ji(2)]

k=0(2)
_ h(xf(l) _h(xK1)+O<K4)

- WL )+0(K4>

en utilisant un développement en série de Taylor. Ainsi

I'z) < K1 (76)
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On reprend alors la formule de Q7 (m, c) obtenue précédemment a laquelle on remplace i* Je_1(x)
par I(z). En moyennant sur les poids on note Q*(m, ¢) 'objet correspondant. Donc

Q"m0 = 2SR [ ) (2T Va0 ey [ (r 1)

avec z = 4mmy/P/c. En utilisant les bornes trouvées sur I(y) et I’(y), le terme principal est
absorbé dans le terme d’erreur et on en déduit

Q*(m,c) < K~ 'mPY2(KN)(log 2¢)~2 (77)

On entre alors cette nouvelle majoration dans #*(¢) (notons que dans «/*(K,N) il y a une

normalisation par % qui se répercute dans Z2*(¢)),

_ _ ko(N)
* 1 1 *
P (9) < Z w(LYM Z m Z c Qk(m’c)+logkN
LM=N (m,M)=1 e=0(M)
L<X m<Y
ko(N)

—1 -1 -2 pl/2
< K'Y M > > cllog2e)?P (KN)E+logkN
LM=N (m,M)=1c=0(M)

LsXx m<Y
KN
K71P1/2 KN 3e
< (EN)= 4 e kN
KN
K—1P1/2 KN 3e
< (KN)* + (KN
Comme P'/? < K?N(KN)~%,
P*(p) < Kp(N)/log KN. (78)

Cette estimation montre que &?* ne contribue pas au terme principal dans &*(K, N). Alors,
sous la méme condition pour P,

(5, 3) = WO KN 300) + 5000) | + O Krp) P& ) (79)

La condition sur P implique la relation sur le support de quS :
PY? « K*N(KN) %
%/logR < log KN
o< 2
Alors le support de v est inclu dans (—2,2). Nous obtenons alors le théoréme suivant :

Théoréme 10 : Soit ¢ € 7 (R) une fonction de Schwartz paire dont la transformée de Fourier
@ est a support compact dans (—2,2). Alors, pour N parcourant les entiers sans facteur carré :

*(K,N) oo loglog KN
RN - / ¢(m)W(O)(m)dw+O<logKN )

— 00

ot W(O)(z) =14 dp(z)
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Afin d’obtenir ce théoréme nous avons utilisé les résultats exploitant les sommes sur les premiers
et la somme de Kloosterman. Nous pouvons nous demander si un tel travail sur les poids permet
d’éviter cette discussion. Nous allons voir ici que nous pouvons améliorer le support en travaillant
uniquement sur les poids mais que le résultat obtenu est moins bon que celui apporté par le
théoréme précédent. Nous obtenons en effet un support inclus dans (—3/2,3/2).

Nous utilisons alors les mémes formules que précédemment dans ce chapitre mais nous n’utilisons
pas les résultats permettant de raffiner Q*(m,c) :

~ logp, 2logp
Q*(m,c) —277@ S(m?,p,c —_—
MZN )¢(logR) \/DPlog R

Or, nous avons vu I(z) < K%z avec = 47wm,/p/c donc

_ 47Tm\/]3 log p
Q*(m,c) < K*/cr(c)
I;) c /plogR

< K *mpe=1/?
On utilise cette estimation pour obtenir 'estimation dans Z2*(¢). Alors
P (o) < Z LM Z m- Z c'Qi(m,c) + ke(N)
log kN

LM=N (m,M)= c=0(M)
Lsx m<Y

< K™'P Y MY*7¢(KN)*+KN(KN)™*

LM=N
L<X

<« K *PNY?75(KN)* + KN(KN)*

Afin de ne pas avoir de contribution supplémentaire a «7* (K, N') nous voulons absorber le premier
terme dans le second. Cela est possible si

P < N32K3(KN)* (80)
Comme P = R? avec v/ < v la condition sur P se réécrit en condition sur v :
v <3/2 (81)

Nous obtenons alors le théoréme suivant, il est plus faible que celui obtenu précédemment (théo-
reme mais est meilleur que le théoreme (7] :

Théoréme 11 : Soit ¢ € Z(R) une fonction de Schwartz paire dont la transformée de Fourier

(;AS est a support compact dans (—3/2,3/2). Alors, pour N parcourant les entiers sans facteur

carré :
o*(K,N) 1og10gKN>

s oo
- [ ) ¢(z)W(O)(x)dz+O< o
ot W(O)(z) =1+ dop(x)

Remarque.

Cette technique de sommation sur les poids permet d’améliorer des résultats dans des cadres plus
compliqués. L’exploitation des sommes de Kloosterman faites pour améliorer le support dans les
sections et peuvent étre plus difficilement généralisable alors qu’exploiter les poids comme
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il est proposé dans ce nouveau théoreme est accessible pour d’autres cadres et notamment pour
les formes modulaires de Hilbert. Faire un travail similaire permettrait de prolonger l'article
[HW24] en sommant des poids non paralléles, et ’on pourrait également imaginer sommer sur
des poids paralléles.
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Conclusion

Ce mémoire a été consacré a 1’étude des zéros non triviaux de fonctions L a proximité du point
central s = 1/2. Ce travail est motivé par les résultats montrés par Katz et Sarnak qui font le
pont entre la théorie des matrices aléatoires et la théorie analytique des nombres. En exploitant
les propriétés arithmétiques et spectrales des formes modulaires nous avons analysé le compor-
tement statistique des petits zéros pour les familles H} (N), Hf (N) et H, (N).

La premiére partie de ce mémoire a posé les outils fondamentaux nécessaires a cette étude. Grace
a une bonne compréhension de I'espace des formes cuspidales et par I’étude des séries de Poincaré
nous avons obtenu la formule des traces de Petersson qui permet de transformer un probléme
originaire de I'analyse complexe (I’étude des zéros d’une fonction) en un probléme arithmétique.
Sous I'Hypothese de Riemann Généralisée (GRH) nous avons suivi les travaux d’Iwaniec Luo et
Sarnak qui confirment les conjectures de densité émises par Katz et Sarnak, mettant en évidence
les symétries des familles H; (N), H;" (N) et H, (N). Ces résultats offrent une meilleure compré-
hension de la distribution des zéros pour ces familles.

Néanmoins, méme si ces résultats ont été une avancée majeure pour mieux comprendre les zéros
des fonctions L, ils se heurtent & différentes barriéres quand nous voulons augmenter leur portée.
La taille du support de la transformée de Fourier de la fonction de test nécessite des une meilleure
compréhension de la formule des traces de Petersson et notamment des sommes de Kloosterman.
Trouver de meilleures bornes a ces objets restent un défi qui motive de nombreuses études.

Au dela de ces questions d’amélioration des résultats, d’autres questions encore ouvertes aujour-
d’hui sont adjacentes a cette étude, nous pouvons par exemple citer les travaux de K.Soundararajan
qui cherche a s’affranchir de GRH, ou encore I'extension de ce cadre modulaire aux formes mo-
dulaires de Hilbert [HW24]. Il est 1égitime de penser pouvoir généraliser les méthodes effectuées
dans ce mémoire dans d’autres cadres géométriques (les formes modulaires de Hilbert et les
formes modulaires de Bianchi notamment). Ce nouveau contexte est source de nombreuses ques-
tions pour la plupart encore ouvertes et forme un domaine de recherche tres actif dans la théorie
analytique des nombres avec notamment des questions fines qui apparaissent en regardant en
détail les transitions autour du support 1, connues sous le nom de murmures.
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