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Introduction

La distribution des nombres premiers est un sujet central en théorie des nombres. L’un des outils
fondamentaux pour étudier cette distribution est la fonction zêta de Riemann. Ce travail explore
plusieurs aspects de cette fonction afin de démontrer le théorème des nombres premiers.

Nous commencerons par présenter diverses formules concernant la fonction zêta, ce qui permettra
de comprendre le lien entre zêta et les nombres premiers. Ensuite, nous étudierons la formule de
Perron, qui exprime la fonction zêta en termes d’une série, clarifiant ce lien de manière explicite.
Nous examinerons ensuite la zone sans zéros, une région du plan complexe où la fonction zêta
ne s’annule pas, essentielle pour les estimations sur la distribution des nombres premiers.

Ces outils nous permettront de démontrer le théorème des nombres premiers, qui décrit la dis-
tribution asymptotique des nombres premiers inférieurs à un certain seuil. Au cours de cette
étude, nous montrerons également l’équation fonctionnelle que vérifie zêta. Cette équation met
en lumière des propriétés de symétrie, l’existence d’une transformée de Mellin et le lien avec les
développements en série de Fourier.

Enfin, l’analyse de l’article "Functional Equations With Multiple Gamma Factors and the Average
Order of Arithmetical Functions" permettra de mieux comprendre l’importance de l’équation
fonctionnelle. Nous serons alors en mesure de définir une méthode de calcul asymptotique pour
des fonctions possédant une équation fonctionnelle.
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Chapitre 1

Généralités sur la fonction zêta
de Riemann

1.1 Premières définitions
Notation : Soit s ∈ C, on note s = σ + it.

Définition 1 : Série de Dirichlet
Une série de Dirichlet est une série de la forme suivante, où (an) désigne une suite de nombres
complexes :

f(s) =
+∞∑
n=1

an

ns

Il existe néanmoins une définition plus générale, où (an) désigne une suite de nombres complexes
et (λn) une suite réelle, positive, strictement croissante et non bornée :

f(s) =
+∞∑
n=1

ane
−sλn

La première définition correspond au cas particulier λn = ln(n)

On associe classiquement à une telle série les deux fonctions :

A(u) =
∑

1≤n≤u

an Aλ(x) =
∑

λn≤x

an

On note σ0 = Re(s0) avec s0 = max s tel que f converge et σ tel que f converge absolument.

Définition 2 : Fonction Zêta de Riemann
On appelle fonction Zêta de Riemann la fonction définie sur le plan complexe par

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1
ns

avec Re(s) > 1 et n ∈ N
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Définition 3 : Fonction de Von Mangoldt
La fonction de Von Mangoldt, noté Λ est définie sur N∗ par

Λ(n) =
{

ln p si n = pk pour un nombre premier p et un entier k ≥ 1
0 sinon

Définition 4 : Fonctions π, θ et ψ
On définit la fonction de comptage des nombres premiers comme étant la fonction

π(x) =
∑
p≤x

1

où p parcours les nombres premiers inférieurs à x.
On définit la fonction θ comme étant la fonction

θ(x) =
∑
p≤x

log p

où p parcours les nombres premiers inférieurs à x.
On définit la fonction ψ, aussi appelé fonction de Tchebichev, comme la fonction

ψ(x) =
∑

pk≤x

log p

où pk parcours les puissances des nombres premiers inférieures à x.

Remarque

ψ(x) =
∑
n≤x

Λ(n)

Définition 5 : Fonction Gamma d’Euler
On définit la fonction Gamma d’Euler, noté Γ(s) comme étant la fonction définie C privé des
entiers négatifs 0,−1,−2, ... par

Γ(s) =
∫ ∞

0
ts−1e−tdt

Cette intégrale converge pour Re(s) > 0 et se prolonge holomorphiquement grâce à la relation

Γ(s+ 1) = sΓ(s)

1.2 Lien avec les nombres premiers
Théorème 1 : Produit d’Euler
Si Re(s) > 1 on a

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1
ns

=
∏

p premier
(1− 1

ps
)−1

Nous avons dans ce cas une convergence absolue du produit et ζ(s) ̸= 0 si Re(s) > 1
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Preuve. En utilisant la décomposition en facteurs premiers nous pouvons écrire, pour tout entier
naturel n,
n = 2e23e3 ... et donc

∑
n≥1 n

−s =
∑

e2,e3,...≥0(2e23e3 ...)−s

Soit m ∈ N∗, on définit Sm = {n ∈ N | ek = 0 ∀ k > m} et ζm(s) =
∑

n∈Sm
n−s. Cette somme

converge uniformément si Re(s) > 1.
Soient p1, p2, ..., pk les premiers jusqu’à m.
ζm(s) =

∑
n∈Sm

n−s =
∑

e1,e2,...,ek≥0(pe1
1 ...p

ek

k )−s =
∑

e1≥0 p
−e1s
1

∑
e2≥0 p

−e2s
2 ...

∑
ek≥0 p

−eks
k

Or, si Re(s) > 1,
∑

e≥0 p
−es = 1 + p−s + p−2s + ... = (1− p−s)−1

Donc ζm(s) =
∏

p≤m(1− p−s)−1

Soit δ > 0 tel que Re(s) > 1 + δ, on a, si m est assez grand :

|ζm(s)− ζ(s)| ≤ |
∑
n≥m

n−s| ≤
∑
n≥m

|n−s| =
∑
n≥m

n−Re(s) ≤
∫ s

m

x−1−δdx ≤ 1
δ
m−δ < ϵ

On montre ainsi que ζm(s) converge uniformément vers ζ(s) si Re(s) > 1

De la même manière Pm(s) =
∏

p≤m(1−p−s)−1 CV U−→ P (s) =
∏

p premier(1−p−s)−1 si Re(s) > 1.
Ainsi, localement ln(Pm) converge uniformément vers ln(P ).
Montrons maintenant la convergence absolue du produit :∑

p

| log (1− p−s)−1| =
∑

p

|
∑
e≥

1
e
p−es| ≤

∑
p

∑
e≥1
|p−s|e =

∑
p

(|ps| − 1)−1 < +∞

On a ici utilisé que si |z| < 1, log (1− z) = −
∑

n≥1 z
n

Alors logP converge absolument donc P converge absolument. En particulier il est non nul.

Pour résumer, nous avons montré que

ζm(s) = Pm(s)
ζm(s) −→ ζ(s)

Pm(s) −→
∏

p premier(1−
1

ps )−1

Donc par unicité de la limite nous avons la formule suivante :

ζ(s) =
+∞∑
n=1

1
ns

=
∏

p premier
(1− 1

ps
)−1

Propriété 1 :

π(x) =
∫ x

2

1
log udθ(u) pour x ≥ 2

Preuve. On introduit la fonction λ(n) =
{

log p n = p

0 sinon
.
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Alors :

π(x) =
∑
p≤x

log p
log p

=
∑
n≤x

λ(n)
logn

=
∑
n≤x

λ(n)
log x +

∫ x

0

∑
n≤t

λ(n)
t(log t)2 dt par sommation d’Abel

= θ(x)
log x +

∫ x

2

θ(t)
t(log t)2 dt

=
∫ x

2

1
log udθ(u) par intégration par partie

Propriété 2 :
Pour x ≥ 2,

θ(x) = ψ(x) +O
(
x

1
2

)
Preuve. D’après la définition de la fonction ψ,

ψ(x) =
∑

pk≤x

log p =
+∞∑
k=1

θ(x 1
k )

Or, θ(x) ≤ ψ(x)≪ x, donc

ψ(x)− θ(x) =
∑
k≥2

θ(x 1
k )≪ x

1
2 + x

1
3 log x≪ x

1
2

Corollaire 1 :
Pour x ≥ 2,

π(x) = ψ(x)
log x +O

(
x

(log x)2

)
Preuve. D’après la proposition 1,

π(x) =
∫ x

2

1
log udθ(u) = θ(x)

log x +
∫ x

2

θ(u)
u(log u)2 du

Or, ∫ x

2

θ(u)
u(log u)2 du≪

∫ x

2

1
(log u)2 du≪ x

(log x)2
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Théorème 2 : Lien entre Zêta et les nombres premiers
Pour σ0 > 1 et T ∈ R,

ψ(x) = −1
2iπ

∫ σ0+iT

σ0−iT

ζ ′(s)
ζ(s)

xs

s
ds+R

Avec
R≪

∑
x
2 <n<2x

Λ(n) min (1, x

T |x− n|
)− (4x)σ0

T

ζ ′(σ0)
ζ(σ0)

Preuve. La preuve de ce théorème sera effectuée plus tard.

Remarque
Ces deux theorèmes montre le lien entre la fonction ζ et les nombres premiers. Le premier
permet d’avoir un développement de ζ comme produit de nombres premiers. Le deuxième montre
qu’une connaissance des zéros de la fonction ζ permet d’avoir des informations sur la fonction
ψ. Or les propriétés précédentes montrent qu’une approximation de ψ donne directement une
approximation de π. Alors, une étude de ζ permet d’avoir une méthode de comptage des nombres
premiers.

1.3 Quelques formules sur Zeta
Propriété 3 :

ζ(s) = 1
Γ(s)

∫ +∞

0

xs−1

ex − 1dx Re(s) > 1

Preuve. Notons σ = Re(s).
Pour σ > 0, on a ∫ +∞

0
xs−1e−nxdx = 1

ns

∫ +∞

0
ys−1e−ydy = Γ(s)

ns

Alors,
+∞∑
n=1

∫ +∞

0
xs−1e−nxdx =

+∞∑
n=1

Γ(s)
ns

= ζ(s)Γ(s)

D’autre part, si σ > 1 :

Γ(s)ζ(s) =
+∞∑
n=1

∫ +∞

0
xs−1e−nxdx

=
∫ +∞

0

+∞∑
n=1

xs−1e−nxdx par convergence uniforme

=
∫ +∞

0

xs−1

ex − 1
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Propriété 4 :
Soit A(x) =

∑
n≤x an associée à la série de Dirichlet A(x) =

∑
n≤x ann

−s. Alors :

+∞∑
n=1

ann
−s = s

∫ +∞

1
A(x)x−s−1dx pour σ > σ0

Preuve. Soit N ∈ N :
N∑

n=1
=

∫ N

1−
x−sdA(x)

=
[
A(x)x−s

]N
1− −

∫ N

1−
A(x)dx−s

= A(N)N−s + s

∫ N

1
A(x)x−s−1dx (⋆)

Notons Φ = lim sup
x→∞

log |A(x)|
log x .

Si θ > Φ, alors A(x) ≪ xθ. Donc si σ > θ, s
∫ +∞

1 A(x)x−s−1dx est absolument convergente et
on obtient donc la formule en faisant tendre N vers l’infini dans l’équation (⋆).
Si σ0 < 0, alors Φ ≤ 0 et donc la formule est vraie pour tout σ > 0. Si σ0 > 0, alors Φ ≥ σ0 et
donc la formule est vraie pour tout σ > σ0

Propriété 5 :
Soit σ > 0, x > 0 et s ̸= 1. Alors

ζ(s) =
∑
n≤x

n−s + x1−s

s− 1 + {x}
xs
− s

∫ +∞

x

{u}u−s−1du

Où l’on note {x} la partie factionnaire de x et [x] la partie entière.

Preuve. Pour σ > 1, on a
ζ(s) =

∑
n≤x

n−s +
∑
n≥x

n−s

Or ∑
n≥x

n−s =
∫ +∞

x

u−sd[u] =
∫ +∞

x

u−sdu−
∫ +∞

x

u−sd{u}

On intègre par partie la deuxième intégrale et on calcule la première, ce qui donne :

∑
n≥x

n−s = x1−s

s− 1 + {x}
x−s

+
∫ +∞

x

{u}du−s

Or du−s = −su−s−1du. Or
∫ +∞

x
u−s−1{u}du converge pour σ > 0 donc il existe un prolongement

analytique de ζ. Or l’intégrale est holomorphe donc par unicité du prolongement analytique nous
avons bien la formule recherchée.
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Corollaire 2 :
En prenant x = 1, nous avons donc la formule pour σ > 0

ζ(s) = s

s− 1 − s
∫ +∞

1
{u}u−s−1du

Corollaire 3 :
Pour σ > 0,

1
σ − 1 < ζ(σ) < σ

σ − 1
En particulier, ζ(σ) < 0 pour 0 < σ < 1.

Preuve. 0 ≤ {u} < 1 alors 0 ≤
∫ +∞

1 {u}u−σ−1du <
∫ +∞

1 u−σ−1du = 1
σ

Alors d’après le Corollaire 2,

0 ≥ −σ
∫ +∞

1
{u}u−σ−1du > −1

σ

σ − 1 > ζ(σ) > 1
σ − 1

Propriété 6 :
Soit δ > 0. On note s = σ + it.
Alors, ζ(s) = 1

s−1 +O(1) pour δ ≤ σ ≤ 2 et |t| ≤ 1 .
De plus ζ(s)≪ (1 + τ1−σ) min ( 1

|σ−1| , log τ) pour δ ≤ σ ≤ 2 et |t| ≥ 1 avec τ = |t|+ 4

Preuve. Notons dans un premier temps que, d’après la Propriété 5,

∑
n≤x

n−s = x1−s

1− s + ζ(s) +O(τx−σ) (⋆)

Si |t| ≤ 1, le résultat découle directement de la Propriété 5. Si |t| ≥ 1, supposons x ≥ 2. Alors,
si σ ≥ 0, ∑

n≤x

n−s ≪
∑
n≤x

n−σ ≪ 1 +
∫ x

1
u−σdu

Si 0 ≤ σ ≤ 1− 1
log x alors cette intégrale est (x1−σ−1)

1−σ < x1−σ

1−σ .
Si |σ − 1| ≤ 1

log x , alors
∫ x

1 u−σdu ∼
∫ x

1 u−1du = log x
Si σ ≥ 1 + 1

log x alors
∫ x

1 u−σdu <
∫ +∞

1 u−σdu = 1
σ−1 .

Donc ∑
n≤x

n−s ≪ (1 + x1−σ) min ( 1
|σ − 1| , log x) 0 ≤ σ ≤ 2

On obtient donc le résultat attendu en appliquant ce résultat à (⋆) avec x = τ .
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Propriété 7 :
Pour s > 1,

−ζ
′(s)
ζ(s) =

∑
p premier

∑
k≥1

log p
pks

Preuve. Par application du Théorème 1,

ζ(s) =
∏

p premier
(1− 1

ps
)−1

On utilise la dérivée logarithmique et donc

− ζ
′s)
ζ(s) =

∑
p premier

log p
ps − 1 =

∑
p premier

∑
k≥1

log p
pks



Chapitre 2

L’équation fonctionnelle

Théorème 3 : Equation fonctionnelle
Pour tout s ̸= 1, ζ vérifie l’équation fonctionnelle :

ζ(s) = 2sπs−1 sin (sπ2 )Γ(1− s)ζ(1− s)

2.1 Première démonstration
Lemme 1 : Formule de sommation de Fourier
Soit Φ C1 sur [a,b], soit [x] le plus grand entier ne dépassant pas x. Alors :

∑
a<n≤b

Φ(n) =
∫ b

a

Φ(x)dx+
∫ b

a

(x− [x]− 1
2)Φ′(x)dx+ (a− [a]− 1

2)Φ(a)− (b− [b]− 1
2)Φ(b)

Preuve. Supposons n ≤ a < b ≤ n+ 1. L’additivité permet alors de généraliser la formule.

En utilisant l’intégration par partie suivante
{
u = (x− n− 1

2 )
v = Φ(x)

on obtient :∫ b

a
(x− n− 1

2 )Φ′(x)dx = (b− n− 1
2 )Φ(b)− (a− n− 1

2 )Φ(a)−
∫ b

a
Φ(x)dx

Alors∫ b

a

Φ(x)dx+
∫ b

a

(x− [x]− 1
2)Φ′(x)dx+ (a− [a]− 1

2)Φ(a)− (b− [b]− 1
2)Φ(b) = ([b]− n)Φ(b)

Si b ̸= n+ 1 on a
∑

a<n≤b Φ(n) = 0 et ([b]− n)Φ(b) = 0

Sinon ([b]− n)Φ(b) = Φ(b) =
∑

a<n≤b Φ(n)

15
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Preuve. [Preuve de l’équation fonctionnelle]

Appliquons la formule de sommation de Fourier avec Φ(n) = n−s avec s ̸= 1. Soient a, b ∈ N,
alors

b∑
n=a+1

1
ns

= b1−s − a1−s

1− s︸ ︷︷ ︸∫ b

a
Φ(x)dx

−s
∫ b

a

x− [x]− 1
2

xs+1 dx+ 1
2(b−s − a−s)

On pose σ = Re(s) > 1 et on choisit a = 1 et b→ +∞ et alors

ζ(s) = s

∫ +∞

1

[x]− x+ 1
2

xs+1 dx+ 1
s− 1 + 1

2 (⋆)

Or [x] − x + 1
2 est borné ce qui assure la convergence de l’intégrale pour σ > 0 et convergence

uniforme pour toute région à droite de σ = 0. Cela montre une prolongation analytique pour ζ
pour σ > 0 avec un pole simple en s = 1 de résidu 1.

Prenons maintenant 0 < σ < 1, on a alors :∫ 1

0

[x]− x
xs+1 dx = −

∫ 1

0

1
xs

= 1
s− 1dx s

2

∫ +∞

1

1
xs+1 dx = 1

2

D’où

ζ(s) = s

∫ +∞

0

[x]− x
xs+1 dx (0 < σ < 1)

En réalité, (⋆) permet d’avoir un prolongement de ζ pour σ > −1.
En effet, posons f(x) = [x]− x+ 1

2 et f1(x) =
∫ x

1 f(y)dy
Soit k ∈ N alors

∫ k+1
k

f(y)dy = 0 donc f1 est bornée.
Alors∫ x2

x1

f(x)
xs+1 dx =

[
f1(x)
xs+1

]x2

x1

+(s+1)
∫ x2

x1

f1(x)
xs+2 dx −→ 0 pour x1 → +∞ x2 → +∞ σ > −1

L’intégrale est alors convergente pour σ > −1 ce qui permet d’assurer la validité du prolongement
de ζ pour σ > −1

De plus, on a s
∫ 1

0
[x]−x+ 1

2
xs+1 dx = 1

s−1 + 1
2 pour σ < 0. On a donc :

ζ(s) = s

∫ +∞

0

[x]− x+ 1
2

xs+1 dx (−1 < σ < 0)

Montrons désormais que limλ→∞
∑+∞

n=1
1
n

∫ +∞
λ

sin (2nπx)
xs+1 dx = 0
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∫ +∞

λ

sin(2nπx)
xs+1 dx =

[
−cos(2nπx)

2nπxs+1

]+∞

λ

− s+ 1
2nπ

∫ +∞

λ

cos(2nπx)
xs+2 dx

= O

(
1

nλσ+1

)
+O

(
1
n

∫ +∞

λ

dx
xs+2

)
= O

(
1

nλσ+1

)

Alors limλ→∞
∑+∞

n=1
1
n

∫ +∞
λ

sin(2nπx)
xs+1 dx = limλ→∞

∑+∞
n=1

1
nO
( 1

nλσ+1

)
= 0

Utilisons maintenant le développement en série de Fourier suivant :

[x]− x+ 1
2 =

+∞∑
n=1

sin(2nπx)
nπ

x /∈ N

ζ(s) = s

∫ +∞

0

+∞∑
n=1

sin(2nπx)
nπxs+1

= s

π

+∞∑
n=1

∫ +∞

0

sin(2nπx)
nπxs+1 car lim

λ→∞

+∞∑
n=1

1
n

∫ +∞

λ

sin(2nπx)
xs+1 dx = 0

= s

π

+∞∑
n=1

(2nπ)s

n

∫ +∞

0

sin(y)
ys+1 dy y = 2nπx

= s

π
(2π)s[−Γ(−s)] sin(sπ2 )ζ(1− s)

= 2sπs−1 sin(sπ2 )Γ(1− s)ζ(1− s)

Cette formule est alors valide pour −1 < σ < 0. Cependant le membre à droite reste holomorphe
pour toutes les valeurs de s telles que σ < 0. Cela fournit donc une prolongation analytique de
ζ(s) sur le reste du plan avec comme seule singularité celle rencontrée en s = 1.

2.2 Deuxième démonstration
D’après le lemme 1, on a ζ(s) = 1

Γ(s)
∫ +∞

0
xs−1

ex−1 dx pour Re(s) > 1.
Considérons maintenant

I(s) =
∫

C

zs−1

ez − 1dz

où C est un contour partant de l’infini , enroule une fois l’origine en évitant les points 2ikπ (k ∈ Z)
et repart à l’infini.

Ici zs−1 = e(s−1) log z de telle façon que log z varie de 0 à 2π autour après l’enroulement de
l’origine.
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ℜ

ℑ

+∞ρ−∞

Nous pouvons considérer comme contour C ce même contour avec 0 < ρ < 2π. On écrit s = σ+it
Sur le cercle, ∣∣zs−1∣∣ = e(σ−1) log |z|−t arg z ≤ |z|σ−1

e2π|t|

|ez − 1| > |z|

Alors sur le cercle,
zs−1

ez − 1 ≤ ρ
σ−2e2π|t|

Donc ∫
S(0,ρ)

zs−1

ez − 1 ≤ Aρ
σ−1 −→

ρ→0
0 A ∈ R

En faisant tendre ρ vers 0 on obtient :

I(s) = −
∫ +∞

0

xs−1

ex − 1dx+
∫ +∞

0

(
xe2iπ

)s−1

ex − 1 dx

=
(
e2iπs − 1

)
Γ(s)ζ(s)

= 2iπeiπs

Γ(1− s)ζ(s)

D’où :

ζ(s) = e−iπsΓ(1− s)
2iπ

∫
C

zs−1

ez − 1dz (σ > 1)

Cette formule est montrée pour σ > 1, cependant I(s) est uniformément convergente pour tout
compact et définie une fonction analytique. La formule fournie donc une prolongation analytique
de ζ(s) sur C avec des singularités sur les poles de Γ(1 − s). Ces singularités sont s = 1, 2, 3, ...
qui sont en réalité artificielles sauf s = 1.
En effet,

I(1) =
∫

C

dz
ez − 1 = 2iπ

Γ(1− s) = − 1
s− 1 + ...
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Donc la singularité en s = 1 est de résidu 1.

Si s ∈ N, s ̸= 1, on peut montrer que ces singularités sont artificielles. En effet

z

ez − 1 = 1− 1
2z +B1

z2

2 −B2
z4

4 + ... B1, B2, ... sont les nombres de Bernouilli

Donc en appliquant le théorème des résidus on trouve :

ζ(0) = 1
2 ζ(−2m) = 0 ζ(1− 2m) = (−1)mBm

2m (m = 1, 2, ...)

Calculons maintenant l’intégrale I(s) le long d’un contour Cn consistant en une demi-droite
venant de l’infini sur l’axe réelle jusqu’à (2n + 1)π puis un carré de coté (2n + 1)π(±1 ± i)
parcouru dans le sens trigonométrique et enfin une demi-droite repartant vers l’infini sur l’axe
réelle.

(2n+ 1)π(1 + i)(2n+ 1)π(−1 + i)

(2n+ 1)π(−1− i) (2n+ 1)π(1− i)

ℜ(z)

ℑ(z)

Ce contour englobe les singularités de l’intégrande aux points ±2iπ,±4iπ, ...,±2inπ. Calculons
les résidus aux points 2imπ et −2imπ en simultané :(

2mπe 1
2 iπ
)s−1

+
(

2mπe 3
2 iπ
)s−1

= −2(2mπ)s−1eiπs sin(1
2πs)

Alors par application du théorème des résidus :

I(s) =
∫

Cn

zs−1

ez − 1 + 4iπeiπs sin(1
2πs)

n∑
m=1

(2mπ)s−1

Si σ < 0 et n← +∞, | 1
ez−1 est borné et zs−1 = O

(
|z|σ−1).

Donc limn←+∞
∫

Cn

zs−1

ez−1 = 0

Finalement :

I(s) = 4iπeiπs sin(1
2πs)

+∞∑
m=1

(2mπ)s−1

= 4iπeiπs sin(πs2 )ζ(1− s)(2π)s−1
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Il suit alors :

ζ(s) = e−iπs

2iπ Γ(1− s)4iπei pis sin(πs2 )ζ(1− s)(2π)s−1

= 2sπs−1 sin(sπ2 )Γ(1− s)ζ(1− s)

Par le même argument que précédemment cette formule reste valide sur C.



Chapitre 3

Formule de Perron

La formule de Perron est un outil d’analyse complexe permettant de calculer des sommes allant
jusqu’à un certain seuil. Cette formule est donc très intéressante dès que l’on souhaite avoir plus
d’information sur des fonctions de comptage.

Théorème 4 : Formule de Perron sans terme d’erreur
Soit f(s) =

∑+∞
n=1

an

ns .
Si n /∈ N, c > 0 et σ > σ0 − c. Alors :

∀x > 0,
∑
n<x

an

ns
= 1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
f(s+ w)x

w

w
dw

Remarque (lien avec les séries entières)
Pour les séries entières, le domaine de convergence est un disque alors que pour les séries de
Dirichlet il s’agit de la gauche d’un demi-plan. C’est pourquoi les formules de Cauchy montre
une intégration sur un cercle (la frontière d’un disque) alors que pour les formules de Perron, le
domaine d’intégration est une ligne verticale. Cependant à la différence des formules de Cauchy,
on a ici une somme partielle.

Lemme 2 :
Dans les memes conditions du théorème,

1
2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

(x
n

)w dw
w

=
{

1 si n < x

0 si n > x

Preuve. Posons a = x
n et I = 1

2iπ

∫ c+i∞
c−i∞

(
x
n

)w dw
w .

Donc

I = 1
2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

az

z
dz =

{
1 si a > 1
0 si 0 < a < 1

Si a > 1 :
Dans ce cas log a > 0. On considère l’intégration sur le contour C défini par le segment [c −
iR, c+ iR] et le demi-cercle à gauche CR de diamètre ce segment.
Soit ε > 0, il existe alors A ∈ R tel que

21
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1. |az| < e−A log a z ∈ Re(z) < −A
2.
∣∣ 1

z

∣∣ < ε z ∈ CR ∩ {Re(z) < −A} pour R→ +∞
Donc : ∫

CR∩Re(z)<−A

az

z
dz < ε

∫
CR∩Re(z)<−A

|a|zdz

Or,
∫

CR∩Re(z)<−A
|a|zdz est bornée quand R→ +∞.

Donc :
lim

R→+∞

∫
CR

az

z
dz = 0

Finalement : ∫
C

az

z
dz =

∫
CR

az

z
dz + 2iπRes(a

z

z
, 0) −→ 2iπ R→ +∞

Donc I = 1

Si 0 < a < 1 :
Dans ce cas log a < 0. On utilise le même raisonnement avec comme contour le segment
[c − iR, c + iR] et le demi-cercle à droite CR de diamètre ce segment. Il n’y a dans ce contour
aucun pôle et donc I = 0

Preuve. [Preuve de la formule de Perron sans terme d’erreur]
Dans un premier temps supposons σ > σ− c. Dans ce cas il y a convergence absolue et uniforme,
on peut donc inverse les sommes, intégrales et limites.
Soient U, T ∈ R. On a alors :

1
2iπ

∫ c+iT

c−iU

f(s+ w)x
w

w
dw = 1

2iπ

∫ c+iT

c−iU

∑
n≥1

an

ns+w

xw

w
dw = 1

2iπ
∑
n≥1

an

ns

∫ c+iT

c−iU

(x
n

)w dw
w

Grâce au lemme, il suffit de montrer que :

1. limT→+∞
∑

n≥1
an

ns

∫ c+i∞
c+iT

(
x
n

)w dw
w = 0

2. limT→+∞
∑

n≥1
an

ns

∫ c−i∞
c−iU

(
x
n

)w dw
w = 0

Soit x fixé, par intégration par partie, on obtient :∫ c+i∞

c+iT

(x
n

)w dw
w

= −
(x
n

)c+iT 1
log x

n (c+ iT ) + 1
log x

n

∫ c+i∞

c+iT

(x
n

)w dw
w2

= O

(
1
ncT

)
+O

(
1
nc

∫ +∞

T

dv
c2 + v2

)
= O

(
1
ncT

)

Donc : ∑
n≥1

an

ns

∫ c+i∞

c+iT

(x
n

)w dw
w

= O

 1
T

∑
n≥1

|an|
nσ+c


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De même : ∑
n≥1

an

ns

∫ c−i∞

c−iU

(x
n

)w dw
w

= O

 1
U

∑
n≥1

|an|
nσ+c


Ce qui fini la preuve dans le cas où σ > σ − c

Si σ0 − c < σ < σ − c :
Soit α > σ − c.
On considère l’intégrale de f(s+ w)

(
x
n

)w dw
w le long du rectangle

{c ≤ Re(w) ≤ α − U ≤ Im(w) ≤ T}

Or f(s) = O
(
t−(σ+c−σ0)+ε

)
donc l’intégrale est tend vers 0 le long des deux segments horizontaux

quand U, T s’approchent de l’infini.
Donc :

1
2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
f(s+ w)x

w

w
dw = 1

2iπ

∫ α+i∞

α−i∞
f(s+ w)x

w

w
dw

La formule se déduit alors du cas précédent.

Remarque
En particulier, si s = 0, on obtient la formule∑

n<x

an = 1
2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
f(w)x

w

w
dw c > σ0

Notation :
On note

si(x) = −
∫ +∞

x

sin u
u

du

On note
∑′

n≤x une somme où le dernier terme est divisé par 2 si n = x

Théorème 5 : Formule de Perron avec terme d’erreur
Soit T ∈ R.Si σ > max (0, σ) et x > 0, alors

∑′

n≤x
an = 1

2iπ

∫ σ+iT

σ−iT

f(s)x
s

s
ds+R

avec

R = 1
π

∑
x
2 <n<x

ansi(T log x
n

)− 1
π

∑
x<n<2x

ansi(T log x
n

) +O

(
4σ + xσ

T

∑
n

|an|
nσ

)

Preuve. Comme f(s) est absolument convergente sur [σ − iT, σ + iT ], on a :

1
2iπ

∫ σ+iT

σ−iT

f(s)x
s

s
ds =

∑
n≥1

an
1

2iπ

∫ σ+iT

σ−iT

(x
s

)s ds
x
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Il suffit alors de montrer que, pour σ > 0,

1
2iπ

∫ σ+iT

σ−iT

ys ds
s

=


1 +O

(
yσ

t

)
y ≥ 2

1 + 1
π si(T log y) +O

( 2σ

T

)
1 ≤ y ≤ 2

− 1
π si(T log 1

y ) +O
( 2σ

T

) 1
2 ≤ y ≤ 1

O
(

yσ

T

)

Si y ≥ 2, soit C le contour consistant en une horizontale de−∞ − iT à σ − iT , le segment
[σ − iT, σ + iT ] puis l’horizontale σ + iT à −∞+ iT .

σ + iT

σ − iT

ℜ(z)

ℑ(z)

Le seul pôle de inclu dans ce contour est en s = 0 de résidu 1.
Par application du théorème des résidus,

1
2iπ

∫
C

ys ds
s

= 1

De plus ∫ σ±iT

−∞±iT

yz ds
s

=
∫ σ

−∞

ys±iT

s± iT
ds≪ 1

T

∫ σ

−∞
ysds = yσ

T log y ≪
yσ

T

Cela montre le cas où y ≥ 2.
On fait de même pour y ≤ 1

2 avec un contour C pris à droite de σ, il n’y a donc pas de résidu.
Si 1 ≤ y ≤ 2, on définit un contour C comme étant le rectangle

{0 ≤ Re(s) ≤ σ − iT ≤ Im(s) ≤ iT}

et on exclut un demi-cercle de rayon ε autour de s = 0.
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ℜ(z)

ℑ(z)

iT σ + iT

σ − iT−iT

s = 0

Or s→ ys

s est holomorphe sur C donc d’après le théorème de Cauchy :

1
2iπ

∫
C

ys ds
s

= 0

Or, sur le demi cercle, on définit s = εeit pour t ∈]− π
2 ,

π
2 [. Alors :

1
2iπ

∫
demi-cercle

ys ds
s

= 1
2iπ

∫ π
2

−π
2

iyεeit

dt −→
ε→0

1
2

Notons que ∫ σ±iT

±iT

ys ds
s
≪ 1

T

∫ σ

0
ysds ≤ 1

T

∫ σ

0
2sds≪ 2σ

T

Il ne reste alors qu’a calculer l’intégrale entre iε et iT ainsi qu’entre −iε et −iT quand ε tend
vers 0, ce que l’on va faire en même temps.

1
2iπ lim

ε→0

[∫ iT

iε

ys ds
s

+
∫ −iε

−iT

ys ds
s

]
= 1

2iπ lim
ε→0

∫ T

ε

(yit − y−it dt
t

= 1
π

∫ T log y

0

sin(v)
v

dv

= 1
2 + 1

π
si(T log y)

Ce qui montre le cas 1 ≤ y ≤ 2. On effectue de la même façon pour 1
2 ≤ y ≤ 1

Corollaire 4 :

R≪
∑
n ̸=x

x
2 <n<2x

|an|min (1, x

T |x− n|
) + 4σ + xσ

T

+∞∑
n=1

|an|
nσ
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Preuve. Notons dans un premier temps que, si x>0, si(x)≪ min (1, 1
x ).

En effet :
si(x) = cos(s)

x
−
∫ +∞

x

cos(u)
u2 du

Or, ∫ +∞

x

| cos(u)|
u2 ≤

∫ +∞

x

1
u2 = O( 1

x
)

Donc, si x > 1
xsi(x) = cos(x) +O(1)≪ 1 −→ si(x)≪ 1

x

C’est pourquoi
si(T | log n

x
|)≪ min (1, 1

T | log n
x |

)

Cependant, n
x = 1 + (n−x)

x et | log (1 + δ)| ∼ δ pour −1
2 ≤ δ ≤ 1.

Donc
si(T | log n

x
|)≪ min (1, 1

T |x− n|
) si x2 ≤ n ≤ 2x

Retour sur le Théorème 2

Preuve. [Preuve du Théorème 2]
On applique le Théorème 5 a la fonction ψ donc

ψ(x) =
∑

pk≤x

log p

= 1
2iπ

∫ σ0+iT

σ0−iT

∑
k≥1 p premier

log p
pks

xs

s
ds+R

= − 1
2iπ

∫ σ0+iT

σ0−iT

ζ ′(s)
ζ(s)

xs

s
ds+R

avec
R≪

∑
x
2 <n<2x

Λ(n) min (1, x

T |x− n|
)− (4x)σ0

T

ζ ′(σ0)
ζ(σ0)



Chapitre 4

Théorème des nombres premiers

4.1 Zone sans zéro
On sait déjà que ζ(s) ̸= 0 pour Re(s) > 1. On veut montrer l’existence d’une zone autour de 1
tel que ζ ne s’annule pas dans cette zone, c’est à dire l’existence d’une fonction δ(s) telle que
ζ(s) ̸= 0 pour Re(s) ≥ 1− δ(s).

Lemme 3 : Inégalité de Jensen
Soit R > 0, f une fonction holomorphe sur G tel que D(0, R) ⊂ G. De plus, si il existe M geq0,
|f(z)| leqM dans D(0, R) et si f(0) ̸= 0, alors pour tout r < R, le nombre de zéros de f dans
D(0, R) est inférieur à log (M/|f(0)|)

log (R/r)

Preuve. Notons z1, z2, ..., zK les zéros de f dans le disque |z| ≤ R. Comme f est holomorphe,
on sait qu’il y en a un nombre fini.
Notons

g(s) = f(z)
K∏

i=1

R2 − zzi

R(z − zi)

g possède des poles en les zéros de f .
Si |z| = R, |g(z)| = |f(z)| ≤M .
g est méromorphe sur D(0, R) donc par le principe du maximum, |g(0)| ≤M .
Or, |g(0)| = |f(0)|

∏K
i=1

R
|zk| ≥ |f(0)[

(
R
r

)K

Donc |f(0)|
(

R
r

)K ≤M .
Finalement

K ≤ log (M/|f(0)|)
log (R/r)

Lemme 4 : Borel-Carathéodory
Soit R > 0, f une fonction holomorphe sur G tel que D(0, R) ⊂ G. Si f(0) = 0 et Re(f) ≤ M
pour z ∈ D(0, R). Alors, pour |z| ≤ r < R, alors

|f(z)| ≤ 2Mr

R− r
|f ′(z)| ≤ 2MR

(R− r)2

27
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Preuve. Si on arrive a montrer que

|f (k)(0)|
k! ≤ 2M

Rk
∀k ≥ 1

Alors, par holomorphie de f ,

|f(z)| ≤
∑
k≥1

|f (k)(0)|
k! rk ≤ 2M

∑
k≥1

( r
R

)k = 2Mr

R− r

|f ′(z)| ≤
∑
k≥1

|f (k)(0)|
k! krk−1 ≤ 2M

R

∑
k≥1

( r
R

)k−1k = 2MR

(R− r)2

Montrons alors que
|f (k)(0)|

k! ≤ 2M
Rk

∀k ≥ 1

Dans un premier temps, d’après la formule de Cauchy,∫ 1

0
f(Re(θ))dθ = 1

2iπ

∫
bD(0,R)

f(z)dz
z

= f(0) = 0

De plus, si k > 0, ∫ 1

0
f(Re(θ))ekθdθ = R−k

2iπ

∫
bD(0,R)

f(z)zk−1dz = 0

et

∫ 1

0
f(Re(θ))e−kθdθ = Rk

2iπ

∫
bD(0,R)

f(z)z−k−1dz = Rkf (k)(0)
k! (Formule de Cauchy)

Donc, ∀Φ ∈ R, ∫ 1

0
f(Re(θ))(1 + cos (2π(kθ + Φ)))dθ = Rke−Φf (k)(0)

2k!

Finalement

Re(1
2R

ke−Φ f
(k)(0)
k! ) ≤M

∫ 1

0
(1 + cos (2π(kθ + Φ)))dθ = M

On choisit Φ tel que Re(e−Φf (k)(0)) = |f (k)(0)|
D’où

|f (k)(0)|
k! ≤ 2M

Rk
∀k ≥ 1
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Lemme 5 :
Soit f une fonction holomorphe sur G tel que D(0, 1). Si il existe M ∈ R tel que ∀z ∈ D(0, 1)
|f(z)| ≤M et f(0) ̸= 0 alors pour r et R fixés tels que 0 < r < R < 1, pour |z| ≤ r on a

f ′

f
(z) =

K∏
i=1

1
z − zi

+O

(
log ( M

|f(0)| )
)

où z1, ..., zK sont les zéros de f dans D(0, R)

Preuve. Supposons que f n’a pas de zéros sur le cercle |z| = R. Si ce n’est pas le cas, il suffit
de remplacer R par R+ ε avec ε≪ 1.
Posons maintenant g(z) = f(z)

∏K
i=1

R2−zzi

R(z−zi)
D’après le Lemme 3,

K ≤ log (M/|f(0)|)
log (R/r) ≪ log ( M

|f(0)| )

Si |z| = R, |g(z)| = |f(z)| donc |g(z)| ≤ M . D’après le principe du maximum, |g(z)| ≤ |f(z)|
pour tout |z| ≤ R. De plus,

|g(0)| = |f(0)|
K∏

i=1

R

|zi| ≥ |f(0)|

g est construit de manière à n’avoir aucun zéros dans D(0, R), nous pouvons donc définir h(z) =
log g(z)

g(0) .
Alors h(0) = 0 et Re(h(z)) ≤ logM − log |f(0)| pour |z| ≤ R.
D’après le Lemme 4,

h′(z)≪ log M

|f(0)| pour |z| ≤ r (4.1)

Or,

h′(z) = g′

g
(z) = f ′

f
(z)−

K∑
i=a

1
z − zi

+
K∑

i=1

1
z − R2

zi

(4.2)

Cependant, |R
2

zi
| ≥ R donc, si |z| ≤ r, |z − R2

zi
≥ R− r.

C’est pourquoi
K∑

i=1
| 1
z − R2

zi

| ≤ K

R− r
≪ log M

|f(0)| (4.3)

On combine (4.1), (4.2), (4.3) et on obtient donc

f ′

f
(z) =

K∏
i=1

1
z − zi

+O

(
log ( M

|f(0)| )
)
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Lemme 6 :
Si |t| ≥ 7

8 et 5
6 ≤ σ ≤ 2, alors

ζ ′

ζ
(s) =

∑
ρ

1
s− ρ

+O(log τ)

où τ = |t|+ 4 et ρ désigne les zéros de ζ tels que |ρ− ( 3
2 + it)| ≤ 5

6

Preuve. Appliquon le Lemme 5 à f(z) = ζ(z + ( 3
2 + it)) avec R = 5

6 et r = 2
3 .

Notons que
|f(0)| = |ζ(3

2 + it)| = |
∏

p premier
(1 + p−( 3

2 +it))−1| ≫ 1

et f(z)≪ τ pour |z| ≤ 1 d’après la Propriété 6.

Lemme 7 :
Si σ > 1, alors

Re

(
−3ζ

′

ζ
(σ)− 4ζ

′

ζ
(σ + it)− ζ ′

ζ
(σ + 2it)

)
≥ 0

Preuve. D’après la Propriété 7,

Re

(
−3ζ

′

ζ
(σ)− 4ζ

′

ζ
(σ + it)− ζ ′

ζ
(σ + 2it)

)
=
∑
n≥1

Λ(n)n−1−δ(3 + 4 cos (t logn) + cos (2t logn))

Il suffit donc de remarquer que 3 + 4 cos (θ) + cos (2θ) = 2(1 + cos θ)2 ≥ 0 pour tout θ.

Théorème 6 : Zone sans zéro
Il existe c > 0 tel que ζ(s) ̸= 0 pour σ ≥ 1− c

log τ

Preuve. Si σ ≥ 1, le Théorème 1 permet de conclure.
Si σ ≤ 1 :
D’après le Corollaire 2, pour σ > 0,

|ζ(s)− s

s− 1 | ≤ |s|
∫ +∞

1
u−σ−1du = |s|

σ

Donc ζ(s) ̸= 0 si σ > |s − 1|, c’est à dire σ > 1+t2

2 . En particulier, ζ(s) ̸= 0 pour 8
9 ≤ σ ≤ 1 et

|t| ≤ 7
8 .

Supposons que ρ0 = β0 + iγ0 est un zéro de ζ tel que 5
6 ≤ β0 ≤ 1 et |γ0| ≥ 7

8 . Or, si ρ est un zéro
de ζ, alors Re(ρ) ≤ 1 donc, si σ > 1, Re( 1

s−ρ ) > 0.

Donc, d’après le Lemme 6, en prenant s = 1 + δ + iγ0 avec δ > 0,

−Re
(
ζ ′

ζ
(1 + δ + iγ0)

)
= −Re

(∑
ρ

1
1 + δ + iγ0 − ρ

+O(log τ)
)

= −Re
(

1
1 + δ − β0

)
−Re

∑
ρ̸=ρ0

1
1 + δ + iγ0 − ρ

+ c1 log (|γ|+ 4) c1 > 0
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Or, −Re( 1
s−ρ ) ≤ 0 donc

−Re
(
ζ ′

ζ
(1 + δ + iγ0)

)
≤ − 1

1 + δ − β0
+ c1 log (|γ0|+ 4) (4.4)

De même, si s = 1 + δ + 2iγ0,

−Re
(
ζ ′

ζ
(1 + δ + 2iγ0)

)
≤ c1 log (2|γ0|+ 4) (4.5)

D’après la Propriété 6,

−ζ
′

ζ
(1 + δ) = 1

δ
+O(1) (4.6)

Donc, en combinant les résultats (4.4), (4.5), (4.6) et le Lemme 7,

−Re
(

3ζ
′

ζ
(1 + δ) + 4ζ

′

ζ
(1 + δ + iγ0) + ζ ′

ζ
(1 + δ + 2iγ0)

)
≥ 0

3
δ
− 4

1 + δ − β0
+ c2 log (|γ0|+ 4) ≥ 0 c2 > 0

Prenons alors δ = 1
2c2 log (|γ0|+4) . On obtient

7c2 log (|γ0|+ 4) ≥ 4
1 + δ − β0

1 + 1
2c2 log (|γ0|+ 4) − β0 ≥

4
7c2 log (|γ0|+ 4)

Donc
1− β0 ≥

14
c2 log (|γ0|+ 4))

Or, ρ0 = β0 + iγ0.
Finalement

σ = β0 ≥ 1− c

log τ avec c = 1
14c2

> 0

Propriété 8 :
Soit c la constante du Théorème précédent. Si σ > 1− c

2 log τ et |t| ≥ 7
8 , alors

ζ ′

ζ
(s)≪ log τ

Preuve. Si σ > 1, par inégalité triangulaire et d’après la Proposition 6,

ζ ′

ζ
(s) ≤

+∞∑
n=1

Λ(n)n−σ = −ζ
′

ζ
(σ)≪ 1

σ − 1 (4.7)
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Si σ ≥ 1 + 1
log τ , le résultat est immédiat.

Soit s1 = 1 + 1
log τ + it. D’après (4.7), il vient

ζ ′

ζ
(s1)≪ log τ (4.8)

Alors, d’après le Lemme 6 ∑
ρ

Re

(
1

s1 − ρ

)
≪ log τ (4.9)

Avec ρ tels que |ρ− ( 3
2 + it)| ≤ 5

6 .
Soit σ tel que 1− c

2 log τ ≤ σ ≤ 1 + 1
log τ . Alors d’après le Lemme 6,

ζ ′

ζ
(s)− ζ ′

ζ
(s1) =

∑
ρ

(
1

s− ρ
− 1
s1 − ρ

)
+O(log τ) (4.10)

Or s− ρ ∼ s1 − ρ donc 1
s−ρ −

1
s1−ρ ≪

1
|s1−ρ|2 log τ ≪ Re( 1

s1−ρ ).
En combinant ce dernier résultat avec (4.8), (4.9) et (4.10) on obtient finalement le résultat
attendu.

4.2 Théorème des nombres premiers
Nous sommes maintenant en mesure de montrer le Théorème des nombres premiers. La démons-
tration va exploiter le lien entre la fonction ζ et ψ énoncé dans le Théorème 2. On va utiliser les
différents outils que l’on vient de créer, principalement la zone sans zéro et la formule de Perron.

Théorème 7 : Théorème des nombres premiers
Il existe une constant c > 0 telle que, pour x ≥ 2,

ψ(x) = x+O

(
x

exp (c
√

log x)

)
θ(x) = x+O

(
x

exp (c
√

log x)

)
π(x) = li(x) +O

(
x

exp (c
√

log x)

)

Avec li(x) =
∫ x

2
1

log u du

Remarque
En faisant K intégrations par partie successives,

li(x) = x

K−1∑
k=1

(k − 1)!
(log x)k

+O

(
x

(log x)K

)

Alors
π(x) = x

log x + x

(log x)2 + ...+O

(
x

(log x)K

)
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Preuve. Soit σ0 > 1. D’après le Théorème 2 (Formule de Perron avec terme d’erreur appliquée
à ζ′

ζ ), on a la formule

ψ(x) = −1
2iπ

∫ σ0+iT

σ0−iT

ζ ′(s)
ζ(s)

xs

s
ds+R (4.11)

Avec
R≪

∑
x
2 <n<2x

Λ(n) min (1, x

T |x− n|
)− (4x)σ0

T

ζ ′(σ0)
ζ(σ0) (4.12)

Or, pour 1 < σ0 < 2, − ζ′

ζ (σ0) ∼ 1
σ0−1 .

On va maintenant chercher à estimer la somme dans (4.12).
Dans un premier temps, remarquons que Λ(n) ≤ logn ≪ log x. Pour n = [x], on choisit
min (1, x

T |x−n| ) = 1 et pour toutes les autres valeurs de n on choisit min (1, x
T |x−n| ) = x

T |x−n| .
Alors,

∑
x
2 <n<2x

Λ(n) min (1, x

T |x− n|
)≪ (log x)

1 + x

T

∑
1≤k≤x

1
k

≪ log x+ x

T
(log x)2

En effet, par concavité du logarithme log x ≥
∑

1≤k≤x log′ k.
Prenons maintenant 2 ≤ T ≤ x et σ0 = 1 + 1

log x . On a donc

R≪ log x+ x

T
(log x)2 − 4σ0 log x

R≪ x

T
(log x)2

Notons σ1 = 1− c
log T avec 0 < c≪ 1. Soit C le contour défini par le rectangle de sommet σ0−iT ,

σ0 + iT , σ1 + iT , σ1 − iT .

σ0 + iT

σ0 − iTσ1 − iT

σ1 + iT

ℜ(z)

ℑ(z)

D’après le Théorème 6 (c’est à dire l’existence d’une zone sans zéro), avec un choix judicieux
de c, ζ′

ζ possède un seul pole simple en s = 1 de résidu −1 dans ce contour. De plus ζ′

ζ est
méromorphe dans ce contour donc par le théorème des résidus

− 1
2iπ

∫
C

ζ ′

ζ
(s)x

s

s
ds = x (4.13)
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Si c est suffisamment petit on peut appliquer la Propriété 8 et on obtient

−
∫ σ1+iT

σ0+iT

ζ ′

ζ
(s)x

s

s
ds≪ log T

T
xσ0(σ0 − σ1)≪ x

T
(4.14)

Il vient de même que

−
∫ σ0−iT

σ1−iT

ζ ′

ζ
(s)x

s

s
ds≪ x

T
(4.15)

En utilisant de nouveau la Propriété 8, on trouve que

−
∫ σ1−iT

σ1+iT

ζ ′

ζ
(s)x

s

s
ds≪ xσ1(log T )

∫ T

−T

dt
1 + |t| + xσ1

∫ 1

−1

dt
|σ1 + it− 1|

−
∫ σ1−iT

σ1+iT

ζ ′

ζ
(s)x

s

s
ds≪ xσ1(log T )2 + xσ1

1− σ1
≪ xσ1(log T )2 (4.16)

Or σ1 = 1− c
log T donc xσ1−1 = x−

c
log T . En combinant (4.13), (4.14), (4.15) et (4.16) on obtient

finalement
ψ(x) = x+O

(
x(log x)2

(
1
T

+ x−
c

log T

))
On choisit T = exp (

√
c log x) donc

x(log x)2
(

1
T

+ x−
c

log T

)
≪ x(log x)2 exp (−

√
c log x)≪ x exp (−c

√
log x)

Ce qui donne bien

ψ(x) = x+O

(
x

exp (c
√

log x)

)
Grâce à la Propriété 2 on retrouve

θ(x) = x+O

(
x

exp (c
√

log x)

)
La Propriété 1 nous permet d’affirmer que

π(x) =
∫ x

2

1
log udθ(u) = li(x) +

∫ x

2

1
log ud(θ(u)− u)

Par intégration par partie∫ x

2

1
log ud(θ(u)− u) =

[
θ(u)− u

log u

]x

2
+
∫ x

2

θ(u)− u
u(log u)2 du≪ x exp (−c

√
log x)

C’est pourquoi

π(x) = li(x) +O

(
x

exp (c
√

log x)

)



Chapitre 5

Utilité de l’équation fonctionnelle

On cherche maintenant à établir une méthode pour compter d’autres choses. Par exemple, ex-
ploiter l’équation fonctionnelle pour Zêta permet de compter les entiers. Cette méthode permet
d’avoir des résultats plus intéressants comme estimer la somme des diviseurs d’un entier n ou de
ses puissances keme ou encore avoir le comportement asymptotique des L-fonctions.

5.1 Motivation
En exploitant les propriétés de Zêta, et notamment du lien entre Zêta et les nombres premiers,
nous avons pu établir le théorème des nombres premiers. Cependant, l’équation fonctionnelle n’a
pas été exploiter, il est alors légitime de se demander quelle est son utilité. C’est donc ce que l’on
va essayer de faire maintenant.

En utilisant la formule de Perron on sait que∑′

1≤n<x
1 = 1

2iπ

∫
Re(s)=2

ζ(s)x
s

s
ds

Soit ε > 0, on bouge la droite d’intégration vers (−ε). Cela est justifié par la croissance ζ. De
part les pôles en s = 1 et s = 0, on obtient alors∑′

n≤x
1 = x− 1

2 + 1
2iπ

∫
(−ε)

ζ(s)x
s

s
ds

On exploite l’équation fonctionnelle de Zêta, on obtient alors

1
2iπ

∫
(−ε)

ζ(s)x
s

s
ds = 1

2iπ

∫
(−ε)

πs− 1
2

Γ( 1−s
2 )

Γ( s
2 ) ζ(1− s)x

s

s
ds

Or, en 1− s, ζ converge absolument. On peut donc inverser somme et intégrale et on obtient

1
2iπ

∫
(−ε)

ζ(s)x
s

s
ds = 1

2iπ
∑
n≥1

1
n

∫
(−ε)

Γ( 1−s
2 )

Γ( s
2 )

(πnx)s

s
ds

35
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On note y = πnx et alors∫
(−ε)

Γ( 1−s
2 )

Γ( s
2 )

ys

s
ds =

∫
(−ε)

Γ( 1
2 − s)
Γ(s)

y2s

s
ds

=
∫

(−ε)

Γ( 1
2 − s)

Γ(s+ 1) y
2sds

= −
∫

(ε)

Γ( 1
2 + s)

Γ(1− s) y
−2sds

= −y
∫

( 1
2 +ε)

Γ(s)
Γ( 3

2 − s)
y−2sds

= −y 1
2 J 1

2
(2y)

= −π− 1
2 sin(2y) (d’après [7])

Alors, en combinant les résultats obtenus, on trouve que∑′

n≤x
1 = x+O(1)

Ce résultat est quelque chose de bien connu mais la méthode utilisée donne le bon résultat. On
va donc chercher a la généraliser.

5.2 Notations
Définition 6 :
Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux éléments de CN non exactement nulles. Soient (λn)n∈N et (µn)n∈N
deux suites strictement croissantes de N.
On définit les deux séries de Dirichlet suivantes :

1. φ(s) =
∑+∞

n=1
an

λs
n

2. ψ(s) =
∑+∞

n=1
bn

µn

On appelle alors équation fonctionnelle l’équation suivante :

∆(s)φ(s) = ∆(δ − s)ψ(δ − s)

Avec δ ∈ R et ∆(s) =
∏N

i=1 Γ(αi + βi) où βi ∈ C et αi ∈ R∗+.
On note A =

∑N
i=1 αi

Soit ρ ∈ Z, on note les moyennes des coefficients de φ et ψ comme étant :
1. Aρ

λ(x) = 1
Γ(ρ+1 )

∑′
λn≤x an(x− λn)ρ

2. Bρ
µ(x) = 1

Γ(ρ+1 )
∑′

λn≤x bn(x− λn)ρ

Définition 7 : Fonctions de Bessel
On appelle fonctions de Bessel les solutions de l’équations x2 d2y

dx2 + x dy
dx + (x2 − n2)y = 0. On les

note Jν(s) et Yν(s). D’après [5], on a les formules suivantes : Soit ν ∈ C et n ∈ N
— Jν(s) =

∑+∞
m=0(−1)m( s

2 )2m+ν [Γ(m+ 1)Γ(m+ ν + 1)]−1
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— πYn(s) = 2[γ + log s
2 ]Jn(s)−

∑n−1
m=0( s

2 )2m−n Γ(n−m)
Γ(m+1)

−
∑+∞

m=0(−1)m( s
2 )n+2m(hm+n + hm)(Γ(n+m+ 1)Γ(m+ 1))−1

Avec hm = 1−1 + 2−1 + ...+m−1 et h0 = 0. γ désigne la constante d’Euler.
— Yν(s) = [sin(νπ)]−1[Jν(s) cos(νπ)− J−ν(s)]

On a également, pour x→ +∞ et pour tout complexe ν, les relations suivantes :
— Yν(x) = ( 2

πx ) 1
2
[
sin(x− 1

2νπ −
1
4π) +O( 1

x )
]

— Jν(x) = ( 2
πx ) 1

2
[
cos(x− 1

2νπ −
1
4π) +O( 1

x )
]

Propriété 9 :
D’après [5] et [6], pour α ∈ C, nous avons les formules suivantes :

1. |Γ(x+ iy)| ∼
+∞

exp(− 1
2πy)|y|x− 1

2 (2π) 1
2

2.
∫ +∞

0 e−sttν−1 sin(α)dt = Γ(ν)
2i [(s − iα)−ν − (s + iα)−ν ] pour Re(ν) > −1 et Re(s) >

|Im(α)|.
3.
∫ +∞

0 e−sttν−1 cos(αt)dt = Γ(ν)
2 [(s+iα)−ν +(s−iα)−ν ] pour Re(ν) > 0 et Re(s) > |Im(α)|.

4. 1
2iπ

∫ c+i∞
c−i∞

2s−ν−1Γ( s
2 )

Γ(ν− s
2 +1) x

−sds = Jν (x)
xν pour 0 < c < Re(ν + 1) et Re(ν) > 0.

Définition 8 : ρ-eme différentielle finie
Si y > 0 et ρ ∈ Z, on définit la ρ-eme différentielle finie d’une fonction F par

∆ρ
yF (x) =

ρ∑
ν=0

(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

)
F (x+ νy)

Si F possède ρ dérivées alors

∆ρ
yF (x) =

∫ x+y

x

dt1
∫ t1+y

t1
dt2...

∫ tρ−1+y

tρ−1

F (ρ)(tρ)tρ

Où F (ρ) est la dérivée a l’ordre ρ de F.

5.3 Théorème principal
Lemme 8 :
Soient ρ ∈ Z, ρ≫ 1, 0 < ε < 1

4A et c = Aδ+ρ
2A − ε. Alors

Aρ
λ(x)− Sc

ρ(x) = 1
2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(δ − s)∆(s)
Γ(ρ+ 1 + δ − s)∆(δ − s)ψ(s)xδ+ρ−sds

Où Sc
ρ = 1

2iπ

∫
C

Γ(s)φ(s)
Γ(s+ρ+1)x

s+ρds et C est un contour englobant les singularités de φ dans δ− c <
σ < c et on suppose que toutes les singularités de φ sont dans cette zone.

Preuve. Soient α et β tels que
∑

n∈N |an|λ−α
n < +∞ et

∑
n∈N |bn|λ−α

n < +∞. On suppose ρ
assez grand pour que c > α et c > β.
Soit m ∈ Z arbitrairement grand. Par la formule de Perron, on a

Aρ+m
λ (x) = 1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(s)φ(s)
Γ(s+ ρ+ 1 +m)x

s+ρ+mds
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On applique le changement de variable s→ δ − s et on applique l’équation fonctionnelle :

Aρ+m
λ (x) = 1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(δ − s)∆(s)ψ(s)
Γ(ρ+m+ 1 + δ − s)∆(δ − s)x

δ+ρ+m−sds+ Sc
ρ+m(x)

avec Sc
ρ+m(x) = 1

2iπ

∫
Cρ+m

Γ(s)φ(s)
Γ(s+ρ+1+m)x

s+ρ+mds où Cρ+m englobe toutes les singularités de φ
en supposant c et m assez grand.
De plus, 1

2iπ

∫ c+i∞
c−i∞

Γ(δ−s)∆(s)
Γ(ρ+1+δ−s)∆(δ−s)ψ(s)xδ+ρ−sds converge bien d’après la Propriété 9.

Lemme 9 :
Soient ν ∈ N, µ = 1

2
∑N

ν=1(βν − 1
2 ) et c > max(−Re( µ

A ),−Re( βν

αν
).

On note I(x) = 1
2iπ

∫ c+i∞
c−i∞

Γ(δ−s)∆(s)
Γ(ρ+1+δ−s)∆(δ−s)x

δ+ρ−sds. Alors

I(x) = O
(
x[Aδ+(2A−1)ρ− 1

2 ]/2A
)

+O
(
xρ−νρ

)
Avec νρ ∈ N tel que ρ−Aδ

2A ≤ νρ <
ρ−Aδ

2A + 1.

Preuve. Soit m ∈ N. On pose

Im(x) = 1
2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
G(s)xδ+ρ+m−sds

Avec
G(s) = Γ(δ − s)∆(s)

Γ(ρ+m+ 1 + δ − s)∆(δ − s)

Or, d’après [6],

log(z + α) = (z + α− 1
2) log(z)− z + 1

2 log(2π) +O( 1
|z|

)

Donc :
log
(

Γ(δ−s)
Γ(ρ+m+1+δ−s)

)
= −(ρ+m+ 1) log(−s) +O( 1

|s| )

log
(

Γ(ανs+ βν)
Γ(ανδ + ανs+ βν)

)
= (αν + βν −

1
2) log(s)− (ανδ − ανs+ βν −

1
2) log(−s) + log(αν)(2ανs− ανδ)

− 2ανs+O

(
1
|s|

)

Alors
log(G(s))− log

(
Γ(As+ µ)
Γ(λ−As)e

Φs

)
= B +O( 1

|s|
)

Où
— λ = µ+Aδ + ρ+m+ 1

— Φ = 2
(∑N

ν=1 αν log(αν)−A log(A)
)

— B = δ
∑N

ν=1 αν log(αν) + (Aδ + ρ+m+ 1) log(A)
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On pose maintenant
H(s) = Γ(As+ µ)

Γ(λ−As)e
B+Φs

Alors

Im(x) = 1
2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
H(s)xδ+ρ+m−sds+ 1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
[G(s)−H(s)]xδ+ρ+m−sds

Or
G(s)−H(s) = H(s)O( 1

|s|
)

Donc

1
2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
[G(s)−H(s)]xδ+ρ+m−sds = 1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
H(s)O( 1

|s|
)xδ+ρ+m−sds

= 1
2iπ

∫ c+ 1
2A +i∞

c+ 1
2A−i∞

H(s)O( 1
|s|

)xδ+ρ+m−sds+R

Où R est le possible résidu en s = δ + νρ+m. R = O(xρ+m−νρ+m).

De plus

1
2iπ

∫ c+ 1
2A +i∞

c+ 1
2A−i∞

H(s)O( 1
|s|

)xδ+ρ+m−sds = O(xδ+ρ+m−c− 1
2A )

= O
(
x[Aδ+(2A−1)ρ− 1

2 ]/2A
)

Nous pouvons aussi calculer explicitement 1
2iπ

∫ c+i∞
c−i∞ H(s)xδ+ρ+m−sds :

1
2iπ

∫ c+i∞

c−i∞
H(s)xδ+ρ+m−sds = 1

2iπ e
B+Φ(δ+ρ+m) 1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(As+ µ)
Γ(λ−As) (xe−Φ)δ+ρ+m−sds

= A1
1

2iπ

∫ Ac+i∞

Ac−i∞

Γ(z + µ)
Γ(λ− z)y

δ+ρ+m− z
A dz où As = z A1 > 0 et xe−Φ = y

= A1
1

2iπ

∫ Ac+µ+i∞

Ac+µ−i∞

Γ(s)
Γ(λ+ µ− s)y

δ+ρ+m+ µ
A−

s
A ds où z + µ = s

= A1
1

2iπ y
δ+ρ+m+ µ

A

∫ Ac+µ+i∞

Ac+µ−i∞

Γ(s)
Γ(λ+ µ− s)

(
y

1
2A

)−2s

ds

= A1y
[Aδ+(2A−1)(ρ+m)]/2AJ2µ+Aδ+ρ+m

(
2y 1

2A

)
En combinant les résultats obtenus on trouve alors, en prenant m=0,

I(x) = O
(
x[Aδ+(2A−1)ρ− 1

2 ]/2A
)

+O
(
xρ−νρ

)
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Théorème 8 :
Supposons que l’équation fonctionnelle est vérifiée avec δ > 0. Si ∀ρ > 0,∃m ∈ N tel que
[Aδ + (2A − 1)(ρ + m) − 1

2 ]/2A > ρ + m − νρ+m. Si les seules singularités de φ sont des pôles.
Alors, ∀η ≥ 0,

A0
λ(x)−Q0(x) = O

(
x

δ
2−

1
4A +2Aηu

)
+O

(
xq− 1

2A−η logr−1(x)
)

+O

 ∑
x<λn≤x′

|an|


Avec

— Q0(x) = 1
2iπ

∫
C0

Γ(s)φ(s)
Γ(s+1) x

sds et C0 englobe les singularités à droite de σ = −1 − k avec
k > | δ2 −

1
4A |

— x′ = x+O
(
x1−η− 1

2A

)
— q est le maximum des parties réelles des singularités de φ
— r est l’ordre maximum des singularités de partie réelle q
— u = β − δ

2 −
1

4A avec β tel quel
∑+∞

n=1 |bn|µ−β
n < +∞

De plus, si an ≥ 0 pour tout n,

A0
λ(x)−Q0(x) = O

(
x

δ
2−

1
4A +2Aηu

)
+O

(
xq− 1

2A−η logr−1(x)
)

En choisissant η = q− 1
4A−

δ
2

2Aβ−Aδ+ 1
2

, on obtient

A0
λ(x)−Q0(x) = O

(
x[δ(−Aq+1)+β(2Aq−1)− 1

2q ]/[2Aβ−Aδ+ 1
2 ] logr−1(x)

)
+O

 ∑
x<λn≤x′

|an|


Preuve. Soit ρ ∈ N suffisamment grand. On peut donc écrire, d’après le Lemme 8

Aρ
λ(x)− Sc

ρ(x) = 1
2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(δ − s)∆(s)
Γ(ρ+ 1 + δ − s)∆(δ − s)ψ(s)xδ+ρ−sds

On note
I(x) = 1

2iπ

∫ c+i∞

c−i∞

Γ(δ − s)∆(s)
Γ(ρ+ 1 + δ − s)∆(δ − s)x

δ+ρ−sds

On change les bornes d’intégration de I vers un contour C ′ définie par la droite σ = c0 + it avec
|t| > R complété par les cotés du rectangle de sommets c0− iR, c0 +r− iR, c0 +r+ iR et c0 + iR.
On suppose que r et R sont choisis de telle manière que l’intégralité des pôles de l’intégrande à
l’intérieur du contour initial soient compris dans le nouveau contour.
On différencie I sur ce nouveau contour et on a

I(ρ)(x) = 1
2iπ

∫
C′
g(s)xδ−sds

Avec
g(s) = Γ(δ − s)∆(s)

Γ(δ + 1− s)∆(δ − s)

Afin d’évaluer cette intégrale nous allons procéder de la même manière que durant le Lemme 9
et donc nous reprenons les différentes notations :



5.3. THÉORÈME PRINCIPAL 41

— µ = 1
2
∑N

ν=1(βν − 1
2 )

— λ = µ+Aδ + ρ+m+ 1

— Φ = 2
(∑N

ν=1 αν log(αν)−A log(A)
)

— B = δ
∑N

ν=1 αν log(αν) + (Aδ + ρ+m+ 1) log(A)

Et on introduit

h(s) = Γ(As+ µ)
Γ(λ−As)e

B+Φs

Alors

I(ρ)(x) = 1
2iπ

∫
C′
h(s)xδ−sds+ 1

2iπ

∫
C′

[g(s)− h(s)]xδ−sds

D’après la Propriété 9, |Γ(z)| ∼
√

2πzz− 1
2 e−z. C’est pourquoi

Γ(δ − s)
Γ(δ + 1− s) ∼

e

s

Γ(δ −As)
Γ(As+ µ) ∼ C exp([A(δ − 2s) + 1] log(s)) exp(−[A(δ − 2s) + 1]) C ∈ R

Donc

|s|
∣∣∣∣ g(s)
h(s) − 1

∣∣∣∣ ∼ C exp(Aδ| log(s)| −Aδ − β −K|s|)→ 0 K ∈ R

C’est pourquoi

g(s)− h(s) = h(s)O
(

1
|s|

)

Or 0 < ε < 1
4A et − µ

A est à droite de la courbe (C ′ + 1
2A ). Donc

1
2iπ

∫
C′

[g(s)− h(s)]xδ−sds = 1
2iπ

∫
C′+ 1

2A

h(s)O
(

1
|s

)
xδ−sds

= O
(
x

δ
2−

1
2A +ε

)
= O

(
x

δ
2−

1
4A

)
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De plus,

1
2iπ

∫
C′
h(s)xδ−sds = 1

2iπ

∫
C′

Γ(As+ µ)
Γ(λ−As)x

δ−seB+Φsds

= 1
2iπ e

B−Φδ

∫
C′

Γ(As+ µ)
Γ(λ−As) (xe−Φ)δ−sds

= 1
2iπ

∫
AC′

Γ(z + µ)
Γ(λ− z)y

δ− z
a dz

= A1
1

2iπ

∫
AC′+µ

Γ(s)
Γ(λ+ µ− s)y

δ− s+µ
A ds

= A1
1

2iπ y
δ+ µ

A

∫
AC′+µ

Γ(s)
Γ(λ+ µ− s)

(
y

1
2A

)−2s

ds

= A2x
δ
2 J2µ+Aδ(2x 1

2A )

= O
(
x

δ
2−

1
4A

)
Donc

I(ρ)(x) = O
(
x

δ
2−

1
4A

)
(5.1)

Or,

Aρ
λ(x)− Sc

ρ(x) =
+∞∑
n=1

bn

µδ+ρ
n

I(µnx) = Wρ(x)

On a Aρ
λ = 1

Γ(ρ+1)
∑′

λn≤x an(x− λn)ρ.
Donc

∆ρ
yA

ρ
λ(x) =

∑
λn≤x

an

∆ρ
y(x− λn)
Γ(ρ+ 1) +

ρ∑
ν=0

1
Γ(ρ+ 1)(−1)ρ−ν

(
ρ

ν

) ∑
x<λn≤x+νy

an(x+ νy − λn)ρ

Or ∆ρ
y(x−λn)
Γ(ρ+1) = yρ donc on a

∆ρ
yA

ρ
λ(x) = A0

λ(x)yρ +O

yρ
∑

x<λn≤x+ρy

|an|


D’un autre coté

∆ρ
yS

c
ρ(x) =

∫ x+y

x

dt1
∫ t1+y

t1

dt2...
∫ tρ−1+y

tρ−1

Q0(tρ)dtρ

Cependant
Q0(x) = 1

2iπ

∫
C

φ(s)
s

xsds =
∑

ξ

xξ logrξ−1(x)

Où ξ représente un pôle de φ au point s = ξ. On note rξ l’ordre de ce pôle.
Donc

∆ρ
yS

c
ρ(x) = Q0(x)yρ +O

(
xq−1 (logr−1(x)

)
yρ+1)
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En combinant ces résultats on obtient

∆ρ
yWρ(x) = yρ

[
A0

λ(x)−Q0(x)
]

+O
(
yρ+1xq−1 logr−1(x)

)
+O

yρ
∑

x<λn≤x+ρy

|an|

 (5.2)

De plus, si an ≤ 0, A0(x) est monotone et alors

yρA0
λ(x+ ρy) ≥ ∆ρ

λA
ρ
λ(x) ≥ yρA0

λ(x) (5.3)

D’après le Lemme 9 et (5.1) on sait que ∆ρ
yI(x) =

O (|I(x)|) = O
(
x[Aδ+(2A−1)ρ− 1

2 ]/2A
)

+O (xρ−νρ)

O
(
yρ|I(ρ)(x)|

)
= O

(
yρx

δ
2−

1
4A

)
Comme ∀ρ > 0,∃m ∈ N tel que [Aδ + (2A − 1)(ρ + m) − 1

2 ]/2A > ρ + m − νρ+m, on suppose
[Aδ + (2A− 1)(ρ)− 1

2 ]/2A > ρ− νρ sinon on remplace ρ par ρ+m.

Alors
∆ρ

yI(µnx) = O
(
x

δ
2−

1
4Aµ

δ
2−

1
4A +ρ(1− 1

2A )
n min

(
xρ(1− 1

2A ), µ
ρ

2A
n yρ

))
De plus, si ν ≥ β, ∑

µn>z

|bn|
µν

n

=
∑

µn>z

|bn|
µν−β+β

n

= O
(
zβ−ν

)
(5.4)

Si ν < β, ∑
µn≤z

|bn|
µβ

n

=
∑

µn≤z

|bn|µβ−ν
n

µβ
n

= O
(
zβ−ν

)
(5.5)

Alors

∆ρ
yWρ(x) = O

∑
µn≤z

|bn|

µ
δ
2 + 1

4A
n

yρx
δ
2−

1
4A

+O

(
x

δ
2−

1
4A +ρ(1− 1

2A )
∑

µn>z

|bn|

µ
δ
2 + 1

4A + ρ
2A

n

)

On note u = β − δ
2 −

1
4A et on a donc en utilisant (5.4) et (5.5) on a

∆ρ
yWρ(x) = O

(
yρx

δ
2−

1
4A zû

)
+O

(
x

δ
2−

1
4A +ρ(1− 1

2A )zu− ρ
2A

)

On pose z =
(

x
1− 1

2A

y

)2A

et alors

∆ρ
yWρ(x) = O

(
yρ−2Aux

δ
2−

1
4A +(2A−1)u

)
(5.6)

Donc en utilisant (5.2) et (5.6), on obtient

A0
λ(x)−Q0(x) = O

(
y−2Aux

δ
2−

1
4A +(2A−1)u

)
+O

(
yxq−1 logr−1(x)

)
+O

 ∑
x<λn≤xρy

|an|


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On choisit maintenant, pour η ≥ 0, y = x1− 1
2A−η et alors

A0
λ(x)−Q0(x) = O

(
x

δ
2−

1
4A +2Aηu

)
+O

(
xq− 1

2A−η logr−1(x)
)

+O

 ∑
x<λn≤x′

|an|


Si an ≥ 0, d’après (5.3)

A0
λ(x)−Q0(x) = O

(
x

δ
2−

1
4A +2Aηu

)
+O

(
xq− 1

2A−η logr−1(x)
)

Corollaire 5 :
Si A ≥ 1, on a toujours la propriété suivante :
∀ρ > 0,∃m ∈ N tel que [Aδ + (2A− 1)(ρ+m)− 1

2 ]/2A > ρ+m− νρ+m

Preuve. On pose aρ = ρ
2A −

δ
2 .

Soit νρ ≥ aρ + 1
2A ou νρ < aρ + 1

2A = aρ+1.
Dans le deuxième cas, νρ+1 ≥ aρ+1 + 1

2A .

5.4 Exemples d’application
Exemple d’application 1 :
Le Théorème 8 s’applique à ζ et on obtient ζ(x) = x+O(1).

ζ vérifie l’équation fonctionnelle

Γ(s2)ζ(s) = Γ(1− s
2 )ψ(1− s)

Avec ψ(1− s) =
∑+∞

n=1
1

(
√

πn)s .
Alors A = 1

2 et δ = 1.
De plus ν0 = 0 et νρ+1 = νρ + 1 donc νρ = ρ. C’est pourquoi ρ − νρ = 0 et donc on a bien la
propriété :∀ρ > 0,∃m ∈ N tel que [Aδ + (2A− 1)(ρ+m)− 1

2 ]/2A > ρ+m− νρ+m

Remarque
Une L-fonction est une fonction de type L(s, χ) =

∑+∞
n=1

χ(n)
ns où χ est un caractère et σ > 1.

Cette fonction possède aussi une équation fonctionnelle et elle vérifie les conditions du théorème
principal.

Exemple d’application 2 :
Soit d(n) le nombre de diviseur de n ∈ N. On note an = bn = d(n), λn = µn = πn et φ(s) =
ψ(s) =

∑+∞
n=1

d(n)
(πn)s pour σ > 1.

On a l’équation fonctionnelle

Γ2(s2)φ(s) = Γ2(1− s
2 )ψ(1− s)

O, a donc A = 1 et δ = 1.
D’après [4], on a

Q0(x) = 1
4 + x [(2γ − 1) + log(x)]
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Où γ est la constante d’Euler.

Alors, en choisissant η = 1
6 , on obtient∑

n≤x

d(n) = x [(2γ − 1) + log(x)] +O
(
x

1
3 log(x)

)

Remarque
Il y a encore de nombreuses applications, certaines d’entre elles sont explicitées dans l’article [4].
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