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Introduction

La distribution des nombres premiers est un sujet central en théorie des nombres. L’un des outils
fondamentaux pour étudier cette distribution est la fonction zéta de Riemann. Ce travail explore
plusieurs aspects de cette fonction afin de démontrer le théoréme des nombres premiers.

Nous commencerons par présenter diverses formules concernant la fonction zéta, ce qui permettra
de comprendre le lien entre zéta et les nombres premiers. Ensuite, nous étudierons la formule de
Perron, qui exprime la fonction zéta en termes d’une série, clarifiant ce lien de maniere explicite.
Nous examinerons ensuite la zone sans zéros, une région du plan complexe ou la fonction zéta
ne s’annule pas, essentielle pour les estimations sur la distribution des nombres premiers.

Ces outils nous permettront de démontrer le théoréme des nombres premiers, qui décrit la dis-
tribution asymptotique des nombres premiers inférieurs a un certain seuil. Au cours de cette
étude, nous montrerons également I’équation fonctionnelle que vérifie zéta. Cette équation met
en lumiere des propriétés de symétrie, 'existence d’une transformée de Mellin et le lien avec les
développements en série de Fourier.

Enfin, ’analyse de I’article "Functional Equations With Multiple Gamma Factors and the Average
Order of Arithmetical Functions" permettra de mieux comprendre I'importance de I’équation
fonctionnelle. Nous serons alors en mesure de définir une méthode de calcul asymptotique pour
des fonctions possédant une équation fonctionnelle.
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Chapitre 1

Généralités sur la fonction zéta
de Riemann

1.1 Premiéres définitions
Notation : Soit s € C, on note s = o + it.

Définition 1 : Série de Dirichlet
Une série de Dirichlet est une série de la forme suivante, ot (a,) désigne une suite de nombres

complezes :
“+ o0

an,
f(s) = s

n=1

Il existe néanmoins une définition plus générale, ot (a,) désigne une suite de nombres complexes
et (An) une suite réelle, positive, strictement croissante et non bornée :

+o0
f(s)= Z ane M
n=1

La premiére définition correspond au cas particulier A, = In(n)

On associe classiquement a une telle série les deux fonctions :

A(u) = Z an, Ax(z) = Z an,

1<n<u An <z

On note oy = Re(sg) avec sp = max s tel que f converge et @ tel que f converge absolument.

Définition 2 : Fonction Zéta de Riemann
On appelle fonction Zéta de Riemann la fonction définie sur le plan complexe par
+o00 1
C(s) = Z s avec Re(s) >1 etneN

n=1
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Définition 3 : Fonction de Von Mangoldt
La fonction de Von Mangoldt, noté A est définie sur N* par

A(n) Inp sin=7p* pour un nombre premier p et un entier k> 1
n)=
0 sinon

Définition 4 : Fonctions m, 6 et ¢
On définit la fonction de comptage des nombres premiers comme étant la fonction

m(x) = Zl

ou p parcours les nombres premiers inférieurs a x.
On définit la fonction 8 comme étant la fonction

ba) = logp

p<z

ou p parcours les nombres premiers inférieurs a x.
On définit la fonction ¥, aussi appelé fonction de Tchebichev, comme la fonction

Y(z) =Y logp

k<g
ot p* parcours les puissances des nombres premiers inférieures d x.

Remarque

Définition 5 : Fonction Gamma d’Euler
On définit la fonction Gamma d’Euler, noté T'(s) comme étant la fonction définie C privé des
entiers négatifs 0, —1, —2, ... par

F(s)z/ tsletde
0

Cette intégrale converge pour Re(s) > 0 et se prolonge holomorphiquement grice d la relation

I(s+ 1) =sI(s)

1.2 Lien avec les nombres premiers

Théoréme 1 : Produit d’Euler
Si Re(s) > 1 ona
+o0

1 1.4
C(s) = v H (1—5)

n=1 p premier

Nous avons dans ce cas une convergence absolue du produit et ((s) # 0 si Re(s) > 1
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Preuve. En utilisant la décomposition en facteurs premiers nous pouvons écrire, pour tout entier
naturel n,

n=2%3%._etdoncy o n =3 - ,(223%.)7°

Soit m € N*, on définit S, = {n € N|ex, = 0Vk > m} et Gn(s) = >, cq n~°. Cette somme
converge uniformément si Re(s) > 1.

Soient p1, po, ..., P les premiers jusqu’a m.

Cnl9) = S, 1= S ermolB ) = T 2020 023 S 1™
Or, si R@(S) > 17 Zezopfes — 1 +p75 +p72s 4. = (1 7p75),1

Done Gn(s) =[],<,n(1 — p~®)~!
Soit § > 0 tel que Re(s) > 14 d, on a, si m est assez grand :

1
|Cm(s) — |<|Zns|<Z|n S|—z:rfReS)</ ’lfédx§5m75<e
n>m n>m n>m
On montre ainsi que (,,(s) converge uniformément vers ((s) si Re(s) > 1
De la méme manitre P, (s) = [],<,,(1—p~%)~" vy — P(5) =[], promier(1 =P ~°) 7" si Re(s) > 1

Ainsi, localement In(P,,) converge uniformément vers in(P).
Montrons maintenant la convergence absolue du produit :

> flog(1—p~ 1\—Z|Z p‘“|<ZZIP‘”=ZIpsl—l)_1<+00

p e>1

On a ici utilisé que si |z| < 1,log(1 —2) == o, 2"

Alors log P converge absolument donc P converge absolument. En particulier il est non nul.

Pour résumer, nous avons montré que

Cm( ): (5)
Cm(s) — ¢( i

Pon(8) = Tl premier (1 = 57) 7"

Donc par unicité de la limite nous avons la formule suivante :

+ool 1 .
S)ZZE: H (1*1;)

p premier

Propriété 1 :

|
= > 2
m(x) /2 Tog udﬁ(u) pour T >

logp n=p

Preuve. On introduit la fonction A\(n) = { i
0 sinon
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Alors :

r(x) = 3 oBP

logp

p<z

B A(n)
= 2 fogn

A * A
_ Z (n) +/ Z (n) Sdt par sommation d’Abel
= logz 0 <t t(log t)
9 xr
logz ~ Jy t(logt)?

xr

1

= / do(u) par intégration par partie
5 logu

O

Propriété 2 :

Pour x > 2,

O(z) =9(x)+ O (.T%)
Preuve. D’apres la définition de la fonction ),
400 y
d(a) =Y logp=Y 0(x¥)
pF<z k=1
Or, 0(z) < ¢(z) < x, donc
P(x) —0(x) = Z 9(3:%) <37 +a27logr < 27
k>2

O

Corollaire 1 :
Pour x > 2,

)= oga +© (wiar)

Preuve. D’apres la proposition 1,

A _ B(x) T 0(u)
m(x) —/2 lOgudﬁ(u) = @+A 7u(logu)2du

/wﬂdu«/x ! du < :v
o u(logu)? o (logu)? (logz)?

Or,
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Théoréme 2 : Lien entre Zéta et les nombres premiers

Pourog >1etT €R,
_1 oo+iT +1 s
W(z) = / LG RN

- 2im so—ir C(8) s
e (42)7 ¢'(o0)
. T )% (' (o9
R« A(n)min (1, -

£<n2<2x ()i Tla - ”|) T ((oo)

2
Preuve. La preuve de ce théoreme sera effectuée plus tard. O
Remarque

Ces deux theoremes montre le lien entre la fonction ¢ et les nombres premiers. Le premier
permet d’avoir un développement de ¢ comme produit de nombres premiers. Le deuxiéme montre
qu’une connaissance des zéros de la fonction ¢ permet d’avoir des informations sur la fonction
1. Or les propriétés précédentes montrent qu’une approximation de ¢ donne directement une
approximation de 7. Alors, une étude de ¢ permet d’avoir une méthode de comptage des nombres
premiers.

1.3 Quelques formules sur Zeta

Propriété 3 :

Preuve. Notons o = Re(s).
Pour ¢ > 0, on a

Alors,

D’autre part, sioc > 1:

+00  too
T'(s)¢(s) Z/o ¥ e dy
n=1

+o0 +00

/ E ey par convergence uniforme
0 —
n=1

o0 51
B /0 e* —1
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Propriété 4 :
Soit A(z) =Y,

an associée d la série de Dirichlet A(x) =Y. . apn~%. Alors :

n<z n<z

“+o0 “+o00
Z apn”° = 5/ A(x)r* pour o > og
1

n=1

Preuve. Soit N € N :

N N
; . / +—dA(z)

N

= [A(x)x_sﬁv,—/ A(z)dz™?

N
= A(N)N*SJrs/1 A(z)z™* tde (*)

log |A(=)]
logz

Notons ® = lim sup
xr—r 00

Si§ > ®, alors A(z) < x%. Donc si o > 6, sffoo A(z)r~*"1dz est absolument convergente et
on obtient donc la formule en faisant tendre N vers 'infini dans I’équation ().

Si o9 < 0, alors ® < 0 et donc la formule est vraie pour tout o > 0. Si og > 0, alors ® > o0 et
donc la formule est vraie pour tout o > oy O

Propriété 5 :
Soit 0 >0, x>0 et s# 1. Alors

1—s +oo
¢(s) = Z nt 2 + fo} s/ {uu*"tdu

s—1 xs

n<zx
Ot Uon note {x} la partie factionnaire de x et [x] la partie entiére.
Preuve. Pour 0 > 1, on a

()= Y+ Y

n<x n>x

Z n° = /;_OO u *dlu] = /;_OO u *du — /m+00 u *d{u}

On integre par partie la deuxiéme intégrale et on calcule la premiere, ce qui donne :

o= 2 B M ane

s—1 z=3

Or

n>x

Ordu=* = —su~*"!du. Or f;oo u~*~Hu}du converge pour o > 0 donc il existe un prolongement
analytique de (. Or l'intégrale est holomorphe donc par unicité du prolongement analytique nous
avons bien la formule recherchée. O
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Corollaire 2 :
En prenant x = 1, nous avons donc la formule pour o > 0

S

+oo
C(s) = — 5/1 {u}u=*"tdu

s—1

Corollaire 3 :

Pour o > 0,
1 o

<{((o) <

c—1 oc—1

En particulier, {(o) < 0 pour 0 < o < 1.

Preuve. 0 < {u} < 1 alors 0 < f;roo{u}u*"*ldu < f;roo u o ldu=1
Alors d’apres le Corollaire 2,

+o0o
0> —0/ {uyu=tdu > —1
1

o 1

> ((o) >

oc—1

Propriété 6 :
Soit § > 0. On note s = o + it.
Alors, ((s) = 2= +O0(1) pour § <o <2et|t|<1.

s—1

De plus ¢(s) < (14 7179) min(ﬁ,logﬂ pour 6 <o <2ett|>1 avecT = |t|+4

Preuve. Notons dans un premier temps que, d’apres la Propriété 5,

Z n_°® = f:: +¢(s)+O(rz™7) (%)

n<x

Si |t] < 1, le résultat découle directement de la Propriété 5. Si |¢| > 1, supposons x > 2. Alors,

sio >0,
Z n’ <« Z n 7«1 —|—/ u”%du

T
n<z n<x 1

l1—0

1—0o _
Sio<o<1-— lo%gw alors cette intégrale est % < =
Sijlo—1] < @, alors [["u™7du ~ [["u'du =logx
Si g > 1+ g7 alors [ u™7du < [ umodu = L.

Donc
Z n~* < (14 2'~7) min ( ,log z) 0<o<2
n<lz

1
o =1

On obtient donc le résultat attendu en appliquant ce résultat & (%) avec x = 7.



14 CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

Propriété 7 :
Pour s > 1,

SH- e

p premierk>1

Preuve. Par application du Théoréme 1,

p premier

On utilise la dérivée logarithmique et donc

('s) logp
l(s) 2 pP-1 2 Z

p premier p premier k>1

log p




Chapitre 2

L’équation fonctionnelle

Théoréme 3 : Equation fonctionnelle
Pour tout s # 1, ¢ vérifie l’équation fonctionnelle :

C(s) = 2°7°Lsin (%”)m —§)C(1—s)

2.1 Premiere démonstration

Lemme 1 : Formule de sommation de Fourier
Soit @ C! sur [a,b], soit [x] le plus grand entier ne dépassant pas x. Alors :

b b
> o) = [ 0@+ [ (@~ fd) = ¥ o+ (0~ ld] = P(@) — (b= b= 5)20)

2
a<n<b

Preuve. Supposons n < a < b <n+ 1. L’additivité permet alors de généraliser la formule.
u=(r—n-—3)
v=(x)

[P @ —n— 5@ (@)dz = (b—n— 1)B®b) — (a —n — 1)®(a) — [ B(x)dz

En utilisant 'intégration par partie suivante { on obtient :

Alors

b b
[ v@dst [ (o= la] = Do + o fa] - 5)8@) ~ 6 b = HP) = () - n)20)

Sib#n+1lonaj) o ®n)=0et ([b] —n)e() =0
Sinon ([b] —n)®(b) = @(b) =>_, ., <, 2(n) O

15
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Preuve. [Preuve de I’équation fonctionnelle]

Appliquons la formule de sommation de Fourier avec ®(n) = n~° avec s # 1. Soient a,b € N,
alors

b l1-s _ ,1—s b _ _1
Z L —s/ e-lal=3 2dx+1(1fs—cfs)

ns 1—s pstl 2

f: P (x)dx

On pose 0 = Re(s) > 1 et on choisit a =1 et b — +00 et alors

oo z] —x+ 4 1 1
C(s):s/1 T dx+571+§ (%)

Or [z] —x + % est borné ce qui assure la convergence de l'intégrale pour ¢ > 0 et convergence

uniforme pour toute région a droite de ¢ = 0. Cela montre une prolongation analytique pour ¢
pour ¢ > 0 avec un pole simple en s = 1 de résidu 1.

Prenons maintenant 0 < ¢ < 1, on a alors :

1 1 “+o0
— 1 1 1 1
/ 2] Tdr = — — = dx f/ —dx = -
o sl 0 % s—1 2/ rstl 2

D’ou

oo [z] —
C(s):s/o [x]s+l dz 0<o<])

En réalité, (x) permet d’avoir un prolongement de ¢ pour o > —1.
En effet, posons f(z) = [z] —z + § et fi(z) = [ f(y)dy

Soit k£ € N alors f:“ f(y)dy = 0 donc f; est bornée.

Alors

" e (B8] s [ 283

1 1

xs-i—l -

dr — 0 pour x1 — +00 x93 — 400 o> —1

Z1

L’intégrale est alors convergente pour ¢ > —1 ce qui permet d’assurer la validité du prolongement
de ¢ pour 0 > —1

Cayl
De plus, on a sfol [m}xsf:2 dz = -5 +  pour 0 < 0. On a donc :

oo _ 1
g(s)zs[ %dx (-1<0<0)

400 1 +o0 sin (2nwx) dz =0

Montrons désormais que limy 00 > 25 + [\ 51—
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+20 gin(2 2 Foo 1 /1% cos(2
/ sin( nmz:)daj {_ cos( mmc)] s+ / cos(2nmzx) dz
A A

s+l 2nmastl 2nm rs+2
1 1 [t dz
(=) o (L) )
1
O<n)\a+l>

. +oo 1 p+0oo sin(2nwx . +oo 1
Alors imy o0 D0 71 o [y %dx =lmy 00 )y 7O ( ,\a+1) =0

Utilisons maintenant le développement en série de Fourier suivant :

W] — o+ 1 f sin(2nmx) v éN
2 _n:1 nm

+oo 2 sin(2nmx)
C(S) - Z TLT{'ISJFI
¢ +
X [t sin(2nmx) =3 oo sin(2nmx)
= — E car hm Z dx =0
’I’L7Tl‘g+1 xe-&-l

too s +oo 3
2
_ s (2nm) / sin(y) dy y = 2nme
T Z n ys+1

n=1 0
= Q) [T(=9)lsin(F )¢ - 9)
28 s~1 5111(32 JT(1—s)¢(1 —s)

Cette formule est alors valide pour —1 < o < 0. Cependant le membre a droite reste holomorphe
pour toutes les valeurs de s telles que o < 0. Cela fournit donc une prolongation analytique de
(s) sur le reste du plan avec comme seule singularité celle rencontrée en s = 1. O

2.2 Deuxieme démonstration

D’apres le lemme 1, on a ((s) = ﬁ oo z 1dx pour Re(s) > 1.

Zsfl
I =
(s) /C pr— 1dz

ot C est un contour partant de U'infini , enroule une fois 'origine en évitant les points 2ik7w (k € Z)
et repart a l'infini.

Considérons maintenant

Ici 2571 = els=Dlogz de telle facon que logz varie de 0 & 27 autour aprés enroulement de
l’origine.
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(20

“+00

1 \
N

Nous pouvons considérer comme contour C ce méme contour avec 0 < p < 27. On écrit s = o+t

Sur le cercle,
|Z571’ _ 6(071)log\z\7targz < |Z‘ﬂ_1 627r|t\
e =1] > [7]

Alors sur le cercle,

< 0'—2627r|t\
er—1-F

Donc

s—1
/ a <Ap Tt —o0 AeR
S0, € — 1 p=0

En faisant tendre p vers 0 on obtient :

B +00 xsfl +oco (xe2iw)s_1
= (e - 1) T(s)()

2imel™s
IR

D’ou :

C(s) = ef”rsfl(l —5) /C z%" & (0>1)

29 e —1
Cette formule est montrée pour ¢ > 1, cependant I(s) est uniformément convergente pour tout
compact et définie une fonction analytique. La formule fournie donc une prolongation analytique

de ((s) sur C avec des singularités sur les poles de T'(1 — s). Ces singularités sont s = 1,2,3, ...
qui sont en réalité artificielles sauf s = 1.

En effet,
(1) :/ = _ o

ri—-s) = - +..
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Donc la singularité en s = 1 est de résidu 1.

Si s €N,s# 1, on peut montrer que ces singularités sont artificielles. En effet

2 4

1
i T =1- 52 + Bl—ZZ — 32—24 + ... Bi, Ba, ... sont les nombres de Bernouilli
e? —

Donc en appliquant le théoreme des résidus on trouve :

(=™ Bm

=1,2,..
—Zn (= 12,..)

(0= C(-2m)=0 ((1—2m)=

Calculons maintenant l'intégrale 7(s) le long d’un contour C,, consistant en une demi-droite
venant de l'infini sur l'axe réelle jusqu’a (2n + 1)7 puis un carré de coté (2n + 1)w(£1l £ i)
parcouru dans le sens trigonométrique et enfin une demi-droite repartant vers I'infini sur ’axe
réelle.

2n+ 1)m(—1+14) @2n+ D7w(1+1)
(2n+ 1)7w(—1—1) @Cn+1)m(1—1)

Ce contour englobe les singularités de I'intégrande aux points +2iw, £4iw, ..., £2inmw. Calculons
les résidus aux points 2imm et —2imm en simultané :

oy s—1 . X 1
(2mﬂ'e%m> + (Qmwe%”) = —2(2mm)* el sin(iﬂ's)

Alors par application du théoréme des résidus :

s—1 o 1 n .
I(s) = / i + 4ime’™ sin(=7s) (2mm)* !
Ch e* — 1 2 et

Sio < 0etn+ +oo, |z est borné et 2571 = O (|z|771).
s—1

Donc limy,« 10 an Z—=0

Finalement :

+oo
1 .
I(s) = d4ime'™ sin(§7rs) Z (2mm)* !

m=1

dimei™ sin(%s)m — s)(2m)* !
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—iTs

ezm I(1 - s)dine’ Pis sin(g)((l — s)(2m)* !
25s~1 sin(%)l"(l —5)¢(1—s)

Par le méme argument que précédemment cette formule reste valide sur C.



Chapitre 3

Formule de Perron

La formule de Perron est un outil d’analyse complexe permettant de calculer des sommes allant
jusqu’a un certain seuil. Cette formule est donc tres intéressante dés que 1’on souhaite avoir plus
d’information sur des fonctions de comptage.

Théoréme 4 : Formule de Perron sans terme d’erreur
Soit f(s) =312 2u.
SingN,c>0eto>o—c. Alors:

1 c+ioco w

fls+ w)%dw

Va > 0, dn

S = ;
—n 2im J oo

Remarque (lien avec les séries entiéres)

Pour les séries entieres, le domaine de convergence est un disque alors que pour les séries de
Dirichlet il s’agit de la gauche d’un demi-plan. C’est pourquoi les formules de Cauchy montre
une intégration sur un cercle (la frontiére d’un disque) alors que pour les formules de Perron, le
domaine d’intégration est une ligne verticale. Cependant a la différence des formules de Cauchy,
on a ici une somme partielle.

Lemme 2 :
Dans les memes conditions du théoréme,

(E)wdﬂ_ lsin<zx
n w  |0sin>z

Preuve. Posons a = Z et [ = 51— fc—HOO (Jj)w W

1 c+i00

2im c—ico

2im Je—ioo n w
Donc '
Izi C+wofdz: ls%a>1
27T Jo_ioo % 0si0<a<1
Sia>1:

Dans ce cas loga > 0. On considére 'intégration sur le contour C' défini par le segment [c —
iR, c + iR] et le demi-cercle & gauche Cr de diameétre ce segment.
Soit € > 0, il existe alors A € R tel que

21
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1. |a?| < e=Alosa z € Re(z) < —A
2. | <e z € CrN{Re(z) < —A} pour R — +00

Donc :
az
/ —dz < 6/ |a]*dz
CrNRe(z)<—A # CrNRe(z)<—A

Or, fCRﬂRe(z)<—A |a]*dz est bornée quand R — +oc.

Donc : .
. a
lim —dz=0
Finalement :
a® a® . a® .
—dz = / —dz + 2imRes(—,0) — 2im R — +oo
c R Cr z z
Donc I =1
Sio<a<1:

Dans ce cas loga < 0. On utilise le méme raisonnement avec comme contour le segment
[c —iR,c+ iR] et le demi-cercle & droite Cr de diameétre ce segment. Il n’y a dans ce contour
aucun pole et donc I =0

O

Preuve. [Preuve de la formule de Perron sans terme d’erreur]

Dans un premier temps supposons ¢ > @ — c¢. Dans ce cas il y a convergence absolue et uniforme,
on peut donc inverse les sommes, intégrales et limites.

Soient U, T € R. On a alors :

1 c+iT w 1 c+iT

x a, =¥ 1 a, [T jz\w dw
— fls+w)—dw = — Z —dw = — — -) —
2 Jo_iv w 27 Jo—iv 5 nstw w 2im = n® Jo_u \n w

Grace au lemme, il suffit de montrer que :

a, [Cctioco (Z)wdfw -0

1. lim7 4o an ns JedT w

2. My o0 D sy 22 fccjilgo (%)w de =0

Soit x fixé, par intégration par partie, on obtient :

c+ioo

etioo e\ w dw x\ et+iT 1 1 x\w dw
DICIRIO . R o OX
eriT  \T w n log Z(c+4T)  log® Jorir \n/ w
1 1 [™ dv
- o) o) =59)
1
- ()

c+ioco
an x\w dw 1 |an |
o 2y Z=Z o[ =
Z ns /chiT (n> w T Z notc

n>1

Donc :
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De méme :

an [T sz dw 1 |an]
on Y 2ol =
Z ns /c—iU (TL) w U Z notc

n>1 n>1

Ce qui fini la preuve dans le cas ot 0 > 7 — ¢

Sicg—c<o<ad—c:
Soit a > 7 —c.
On consideére 'intégrale de f(s + w) (%)w %" le long du rectangle

{c<Re(w)<a —U<Im(w)<T}

Or f(s)=0 (t’(U“*"O)*E) donc l'intégrale est tend vers 0 le long des deux segments horizontaux
quand U, T s’approchent de l'infini.
Donc : o i
1 CT100 xu} 1 AT100 ww
— —dw = — —d
2w J._; f(s +w) w T 2ir Js +w) w

100 a—100

La formule se déduit alors du cas précédent.

Remarque

En particulier, si s = 0, on obtient la formule

1 c+ioco xu}
Zan:% fw)—dw c> op
n<z 2m c—1i00

Notation :

On note

+0o i
si(x) = —/ Y

u

! N . . e s .
On note ), . une somme ot le dernier terme est divisé par 2 sin = x

Théoréme 5 : Formule de Perron avec terme d’erreur
Soit T € R.Si o > max (0,7) et x > 0, alors

’ 1 o+iT xs
E ap = — f(s)—ds+ R
n<wz 2w Jo_sr s

avec

1 . T 1 . T 47 + 7 |an|
R=- wsi(Tlog L) — = Wsi(Tlog £ e
W'Z ansi( ogn) - Z ansi( ogn)—i—O( T an
F<n<z z<n<2z n
Preuve. Comme f(s) est absolument convergente sur [0 — iT, o + 4T}, on a :

1 o+i1T o+1iT

s 1 z\ 5 ds
1 @ N, L (2) %
o ). )5 ;“"m /HT s) @
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Il suffit alors de montrer que, pour o > 0,

1+0( 5

1o ds 1+ Lsi Tlogy
2 Jo_im s —;sz(Tlog

o(r)

/\M

(%)

— Q
ﬂ\“

v»ﬂ‘w
N[

In
< IA
IN S

Siy > 2, soit C le contour consistant en une horizontale de—oco — T a o — T, le segment
[c —iT, o + T puis 'horizontale o + ¢T & —oo + T

o+l

o—1iT

Le seul pole de inclu dans ce contour est en s = 0 de résidu 1.
Par application du théoreme des résidus,

De plus

o+iT o +iT o o o
ds y° 1 y y

A = d — Sd = -—
/_Ooﬂy s /_Oosj:z'T S<<T/_ooy T Tlogy ST

Cela montre le cas ou y > 2.
On fait de méme pour y < % avec un contour C pris a droite de o, il n’y a donc pas de résidu.
Si 1<y <2, on définit un contour C' comme étant le rectangle

{0 < Re(s) <o —iT <Im(s)<ilT}

et on exclut un demi-cercle de rayon € autour de s = 0.
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S(z)

ir o+
5—0> R(z)

—iT o—1iT

Ors— yT est holomorphe sur C' donc d’aprés le théoreme de Cauchy :

1 [ .ds

=0
2ir Jo! s

1 ds 1 [T _a

2im demi-cercle S 2im J_

o+iT o o
ds 1 1 29
s - Sds < — 254 “
/:tiT y5<<T/oy S_T/o €T

Il ne reste alors qu’a calculer 'intégrale entre ic et i1 ainsi qu’entre —ie et —¢1' quand ¢ tend
vers 0, ce que 'on va faire en méme temps.

Notons que

1 i g —ie 4 1 T L dt
72‘ lim / ysj _|_/ ysj — — lim (yzt —y_ltf
i e—0 | J;o s _iTr S 2w e—0 [, t
1 Tlogy o3
_ 7/ sm(v)dv
™ Jo v

1 1
= 3 + ;Si(T log y)

Ce qui montre le cas 1 <y < 2. On effectue de la méme fagon pour % <y<l1 O

Corollaire 4 :

+oo
) x 47 + z° |an|
R n 1a s

< n;c |a, | min ( T|a7fn|)+ T 7;1 oy

F<n<2z
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Preuve. Notons dans un premier temps que, si x>0, si(z) < min (1, %)

En effet :
si() = 28 _ / " ooslu) g,
x w U

20 | cos(u)] T 1
/ch 2 < /ch 2o O(g)

xsi(z) = cos(z) + O(1) < 1 — sifx) < %

Or,
Donc, si z > 1

C’est pourquoi
1

n

(T |log — in (1
si( |og$|)<<m1n( ’T|log%|)
Cependant,%zl—i—mzﬂet\log(1+5)|~5p0ur_71§5§1.
Donc
1

T|x — n\) -

IA
S
IA
N
8

si(T|log n |) < min (1,
T

|8

Retour sur le Théoréme 2

Preuve. [Preuve du Théoréme 2]
On applique le Théoreme 5 a la fonction 1) donc

Gl) = ) logp
pF<z
1 oo+iT 1 s
_ L v by p
s s

2im ;
oo—iT k>1 p premier

1 oo+iT 1 s
_ b )2 o R
2171— UU—iT C(S) B}

avec

R 3 Mm-S

F<n<2x



Chapitre 4

Théoreme des nombres premiers

4.1 Zone sans zéro

On sait déja que ((s) # 0 pour Re(s) > 1. On veut montrer 'existence d’une zone autour de 1
tel que ¢ ne s’annule pas dans cette zone, c’est a dire 'existence d’une fonction J(s) telle que

¢(s) # 0 pour Re(s) >1—4(s).

Lemme 3 : Inégalité de Jensen
Soit R > 0, f une fonction holomorphe sur G tel que D(0, R) C G. De plus, si il existe M geq0,
|f(2)| legM dans D(0,R) et si f(0) # 0, alors pour tout r < R, le nombre de zéros de f dans

e s log (M/|£(0)])
D(0, R) est inférieur da “og (R/1)

Preuve. Notons z1, 22, ..., zx les zéros de f dans le disque |z| < R. Comme f est holomorphe,

on sait qu’il y en a un nombre fini.
Notons

g possede des poles en les zéros de f.
St [z[ = R, [g9(2)] = [f(2)| < M.
g est méromorphe sur D(O R) donc par le principe du maximum, |g(0)] < M.

Or, g(0)] = | £(0 )\Hz L = RO
Donc | f(0)] (7) <M.

Finalement

_ log (M/|£(0))
~—  log(R/r)

Lemme 4 : Borel-Carathéodory
Soit R > 0, f une fonction holomorphe sur G tel que D(0,R) C G. Si f(0) =0 et Re(f) < M
pour z € D( ,R). Alors, pour |z| <r < R, alors

2Mr , 2MR
IfE < 77— |f(2)|§m
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Preuve. Si on arrive a montrer que

S 0)
k!

2M
Sﬁ vk >1

Alors, par holomorphie de f,

|f 0)| T, 2Mr
Z k<2MZ(E)k_R—T

E>1 k>1

= 2
k>1 R k>1 (R T)
Montrons alors que
[fP0)] _ 2M
x <—5 Vk>1
Dans un premier temps, d’apres la formule de Cauchy,
[ stmeopao =S [ g% < 0 =0
0 2im bD(0,R) z
De plus, si k > 0,
1 Rfk
/ f(Re(9))e*ds = —/ f(z)zFtdz =0
0 2im bD(0,R)
et
1 k (k)
/ f(Re(8))e *0dg = 7 f(z)z7F "tz = L'(O) (Formule de Cauchy)
0 2Z7T bD(0,R) k!
Donc, V® € R,
ke—® £(k)((
/ F(Re(8))(1 + cos (2(k6 + ©)))d0 = 32712‘;()
Finalement
1k —af™(0) !
Re(iR e X ) <M | (1+cos(2m(k6+ ®)))do =M
: 0

On choisit ® tel que Re(e~®f*)(0)) = |£*)(0)]
D’ou

vk >1

F90)] _ oM
k! ~ Rk
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Lemme 5 :
Soit f une fonction holomorphe sur G tel que D(0,1). Si il existe M € R tel que Vz € D(0,1)
|f(2)| < M et f(0) # 0 alors pour r et R fixés tels que 0 <r < R <1, pour |z| <1 on a

K

-2 M
Fe=ll= 0 (lOg(|f<o>|>>

i=1
00 21, ..., zx sont les zéros de f dans D(0, R)

Preuve. Supposons que f n’a pas de zéros sur le cercle |z| = R. Si ce n’est pas le cas, il suffit
de remplacer R par R + ¢ avec € < 1.
2
Posons maintenant g(z) = f(z) Hfil g(;z;")
D’apres le Lemme 3,
log (M/|f(0 M
e QU/IFO) M

log (R/7) 1£(0)]

Si |z| = R, |g(2)| = |f(z)| donc |g(z)| < M. D’apres le principe du maximum, |g(z)| < |f(2)]
pour tout |z| < R. De plus,

K R
9O = O =17

=1

g est construit de maniére & n’avoir aucun zéros dans D(0, R), nous pouvons donc définir h(z) =

9(2)
log TOR

Alors h(0) =0 et Re(h(z)) <log M —log|f(0)| pour |z| < R.
D’apres le Lemme 4,

h'(z) < log U(J\f))' pour |z| <r (4.1)
Or,
/ / K K
We=Leo=Lo-Y 2 +Y (4.2
g f i—a z Z i—1 z — =

2 2
Cependant, |[Z| > R donc, si |2| <7, [z — & > R—r.
C’est pourquoi

K
1 K M

= < < lo 4.3

2 TEIS g <l 43)

On combine (4.1), (4.2), (4.3) et on obtient donc

I T M
Fe=1l—~+0 (1o g77)
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Lemme 6 :

Si |t 2% et 2 <o <2, alors

[N [é}}

g(s) -y ﬁ + O(log 7)

p

ou T =|t|+4 et p désigne les zéros de ( tels que |p — (3 +it)| < %

Preuve. Appliquon le Lemme 5 & f(2) = ((z + (2 +it)) avec R= 2 et r = 2.
Notons que

FOI=1cG+inl=1 [I +p &) s

P premier

et f(z) < 7 pour |z] <1 d’aprés la Propriété 6. O

Lemme 7 :
St o > 1, alors

Cl C/ C—/a i
Re( C() C(U—Ht)_C( +2t)> 0

Preuve. D’apres la Propriété 7,

Re < i_/ (o) — CC/ (o +it) — g(a + 2zt)> 7%31 A(n)n~179(3 + 4 cos (tlogn) + cos (2t log n))

1l suffit donc de remarquer que 3 + 4 cos (6) + cos (20) = 2(1 + cos#)? > 0 pour tout 6. O

Théoréme 6 : Zone sans zéro

Il existe ¢ > 0 tel que ((s) # 0 pour o > 1 — logT
Preuve. Si o > 1, le Théoréeme 1 permet de conclure.
Sioc<1:

D’apres le Corollaire 2, pour ¢ > 0,

+oo |5

w7 M du =

C(s) =

o

ﬁonc?g“( s)#0sio>|s—1|, cest a dire o > % En particulier, ((s) # 0 pour § <o <1 et
t| <

Supposons que pg = By + iy est un zéro de ¢ tel que ¢ 2 < By <1et |yl > . Or, si p est un zéro
de ¢, alors Re(p) < 1 donc, si o > 1, Re(-2 5) > 0.

Donc, d’aprées le Lemme 6, en prenant s = 1 4+ § + iy avec § > 0,

¢ _ 1
—Re (C( +<5+m)> = —Re <Zp:1+5+i%_p+0(logﬂ>

1 1
~ “Re(————)-Re|[Y ——— 1 4
e<1+5ﬂo> ‘ S T+ d+i0—p +erlog (fy] +4)

cp >0
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Or, —Re(ﬁ) < 0 donc

¢ ‘ !
_ > < - - .
Re(<<1+a+m> <o telos(l+4) (4.4)
De méme, si s = 1+ § + 2io,
C/
_Re (C(l I m») < ¢y log (2ol + 4) (45)
D’apres la Propriété 6,
!
1
_%(1+5) =5+0(1) (4.6)

Donc, en combinant les résultats (4.4), (4.5), (4.6) et le Lemme 7,

! ! !
“Re (3(1 +0)+42(146+iv) + C—(l +6+2m)) >0

¢ ¢ ¢

§—#-i-clo (ol +4) >0 ca >0

5 1405 2 10g (|70 = 2
Prenons alors § = ——1—— . On obtient

2¢z log (yo[+4)

Teal +4) > ———r
c2 1og (ol )_1+5_50

1 4
b By >
2cz log (o] +4) Po Tcalog (ol +4)
Donc 14
1-fy> ————
"= cylog (70| + 4))

Or, po = Bo + i70-

Finalement 1
c
=0 >1- =—>0
o="Fo= log T avee ¢ 14co
O
Propriété 8 :
Soit ¢ la constante du Théoréme précédent. Si o > 1 — 35— et [t| > g, alors
2T
C/
=(s) < logT
¢
Preuve. Si ¢ > 1, par inégalité triangulaire et d’apres la Proposition 6,
“+oo /
¢ s 1
Z(s) <N A7 = —?(0) €= (4.7)
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Sioc>1+ @, le résultat est immédiat.

Soit 51 =1+ loéﬂ' +it. D’apres (4.7), il vient

/

%(51) < logT (4.8)

Alors, d’apres le Lemme 6

P
Avec p tels que |[p — (3 +it)| < 2.
Soit o tel que 1 — ﬁ <o<1+ loé‘T' Alors d’apres le Lemme 6,
¢ ¢ < 1 1 )
= (s) — =(s1) = - + O(log T 4.10
c0 =T =2 (5 - 5= + Otlewn (1.10)
Or s —p ~ sy — p donc sip — Sll_p < |s1—p|12 orr < Re(ﬁ).
En combinant ce dernier résultat avec (4.8), (4.9) et (4.10) on obtient finalement le résultat
attendu. O

4.2 Théoréme des nombres premiers
Nous sommes maintenant en mesure de montrer le Théoreme des nombres premiers. La démons-

tration va exploiter le lien entre la fonction ¢ et ¢ énoncé dans le Théoreme 2. On va utiliser les
différents outils que ’on vient de créer, principalement la zone sans zéro et la formule de Perron.

Théoréme 7 : Théoréme des nombres premiers
1l existe une constant ¢ > 0 telle que, pour x > 2,

W) = w+0(wmiﬁgw>
b(z) = x+0(mm;ﬁgw)
li(z) + O (W)

=
&
I

Avec li(z) = [ o-du

logu

Remarque
En faisant K intégrations par partie successives,

K-—1
o (k= 1)! x
liz) =z 3 (log z)* o ((logl’)K)

k=1

Alors
x

ﬂ@—k%m+@£52+m+o(&gbK>
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Preuve. Soit op > 1. D’aprés le Théoréme 2 (Formule de Perron avec terme d’erreur appliquée
a %), on a la formule

B _1 oo+iT C/(S) .TS
Avi
* T ~ (4z)70 {(00)

T ¢(o0) “12)

Or, pour 1 < 0o < 2, —%(00) ~ T
On va maintenant chercher & estimer la somme dans (4.12).
Dans un premier temps, remarquons que A(n) < logn < logz. Pour n = [z], on choisit

min (1, ﬁ) = 1 et pour toutes les autres valeurs de n on choisit min (1, T‘;‘;nl) = Tlain‘.
Alors,
1
F<n<2z 1<k<z

En effet, par concavité du logarithme logz > >, ., log’ k.
Prenons maintenant 2 < T < z et g = 1 + 10;36' On a donc

R<logr + — (log z)? — 470 log x

R (log z)?

Notons o1 = 1— T avec 0 < ¢ < 1. Soit C' le contour défini par le rectangle de sommet og —iT,

oo + 14T, Ul—l-ZT 01 iT.

S(z)

o{ +1iT oo + 1T
R(z)

g1 —iT g0 —iT

D’apres le Théoreme 6 (c’est a dire l'existence d’une zone sans zéro), avec un choix judicieux

de c, % possede un seul pole simple en s = 1 de résidu —1 dans ce contour. De plus %/ est
méromorphe dans ce contour donc par le théoréme des résidus

C/

“%ir ). C( ) ds:a: (4.13)
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Si ¢ est suffisamment petit on peut appliquer la Propriété 8 et on obtient

oitil er - gs logT x
— =(s)—ds < 2709 —01) K = 4.14
|, s < e o) < 7 (114)
Il vient de méme que
oo—1iT 1 s
x x
7/ . %(s);ds < T (4.15)
o1—1

En utilisant de nouveau la Propriété 8, on trouve que

o1—1T ~1 s T 1
—/ g(s)x?ds<<x"1(logT)/ di —|—x"1/ dt

i € _r 141t _q |o1 +it —1]

o1—iT C/ 5 701
- / 2 (s)—ds < 27 (log T')* + < 7 (log T)? (4.16)
orpir G008 -0y

Or oy =1- ;&5 donc 271~ = 7T En combinant (4.13), (4.14), (4.15) et (4.16) on obtient
finalement

Y(x) =2+0 (x(logx)2 (; + x_béT))
On choisit T = exp (v/clogz) donc

1 c
z(log z)? <T + x_logT> < z(logz)?exp (—/clogz) < zexp (—cy/log x)

Ce qui donne bien

Y(@)=2+0 (W)

Grace a la Propriété 2 on retrouve

b@) =2 +0 <e>q><c$¢1@)>

La Propriété 1 nous permet d’affirmer que

m(x) = /j L df(u) = li(z) + /: ! d(0(u) — u)

logu logu

Par intégration par partie

[ gt - = [MR2¥] [ e < re (-evions

log u logu |, gu)

C’est pourquoi

m(x) = li(z) + O (eXp(cx\/loT:v))



Chapitre 5

Utilité de I’équation fonctionnelle

n T maintenant a é ir une mé ur compter utr . Par exem X~
On cherche maintenant a établ e méthode pour compter d’autres choses. Par exemple, e
ploiter ’équation fonctionnelle pour Zéta permet de compter les entiers. Cette méthode permet
d’avoir des résultats plus intéressants comme estimer la somme des diviseurs d’un entier n ou de
ses puissances k"¢ ou encore avoir le comportement asymptotique des L-fonctions.

5.1 Motivation

En exploitant les propriétés de Zéta, et notamment du lien entre Zéta et les nombres premiers,
nous avons pu établir le théoréme des nombres premiers. Cependant, I’équation fonctionnelle n’a
pas été exploiter, il est alors légitime de se demander quelle est son utilité. C’est donc ce que 1'on
va essayer de faire maintenant.

En utilisant la formule de Perron on sait que

/ 1 s
1<n<z 2 Re(s)=2 S

Soit € > 0, on bouge la droite d’intégration vers (—e). Cela est justifié par la croissance . De
part les poles en s = 1 et s = 0, on obtient alors
! 1 T

1
le=g— =4+ — T4
Znﬁx t 2 + ise (_E) C(S) S 5

On exploite I’équation fonctionnelle de Zéta, on obtient alors

1 i 1 LT x®
L[ = = [ e E0) g _ gy,
2m (—¢) S 2m (—¢) F(i) S

Or, en 1 — s, ¢ converge absolument. On peut donc inverser somme et intégrale et on obtient

1 s 1 1 r(izs s
2im J_, s 2im nJi_o T(2) s
(—e) n>1 (—e) 2

35



36 CHAPITRE 5. UTILITE DE L’EQUATION FONCTIONNELLE

On note y = wnx et alors

Alors, en combinant les résultats obtenus, on trouve que

Z;Sx 1=2+0Q1)

Ce résultat est quelque chose de bien connu mais la méthode utilisée donne le bon résultat. On
va donc chercher a la généraliser.

5.2 Notations

Définition 6 :

Soient (an)nen et (by)nen deuz éléments de CN non exactement nulles. Soient (A )nen et (fn)nen
deux suites strictement croissantes de N.

On définit les deux séries de Dirichlet suivantes :

+ n
1 (p(S) = ng ifl

2. (s) = 02

On appelle alors équation fonctionnelle I’équation swivante :

Als)p(s) = A0 = s)(6 — s)

Avec § € R et A(s) = Hfil I'(o + B) ou i € C et oy € R
On note A = Zf\il o

Soit p € Z, on note les moyennes des coefficients de ¢ et 1 comme étant :
!
L Af(z) = ﬁ) 2oan<a @n(T = An)”
2. BA(2) = rragr) Do, <o bnl@ = An)?

Définition 7 : Fonctions de Bessel )
On appelle fonctions de Bessel les solutions de l’équations :172% + x% + (22 —=n?)y =0. On les
note J,(s) et Y, (s). D’aprés [5], on a les formules suivantes : Soit v € C et n € N

— () = 2 S0 (=D)™ (5P (m o+ DT (m + v+ 1))

m=0
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— 7Y, (s) = 20y +log §1Jn(s) — Sy (5)>" " R
— o (D)™ ()2 (o + ) (T m 4 1T (m + 1)) 7
Avec hyy =171+ 271+ .+ m™1 et hg = 0. v désigne la constante d’Euler.
— Y, (s) = [sin(vm)] I, (s) cos(vm) — J_,(s)]
On a également, pour r — +oo et pour tout complexe v, les relations suivantes :
— Y. (x) = (%)% [sin(z — fvm — $7) + O(2)]
— J(x) = (%)% [cos(z — svm — 47) + O(2)]

Propriété 9 :
D’aprés [5] et [6], pour o € C, nous avons les formules suivantes :

. o1 1
LDz +iy)| r~ exp(=gmy)lyl"== (2m)*

2. 0+OO *Stt” Lsin(a)dt = Fg) [(s — i)™ — (s + ia)™¥] pour Re(v) > —1 et Re(s) >

[Im(a)].

3. 0+OO e~ st =L cos(at)dt = F(V) [(s+ia) "+ (s—ia) "] pour Re(v) > 0 et Re(s) > |Im(a)|.

s—v—1
4 5= Cctf: 21“(1/71;(1)) ~Sds = J”(I) pour 0 < ¢ < Re(v+1) et Re(v) >0

Définition 8 : p-eme différentielle finie
Sty >0 et p €Z, on définit la p-eme différentielle finie d’une fonction F par

APF(z) = Zp:(_nfﬂ (5) F(z + vy)

Si F' posséde p dérivées alors

t1+y tp—1t+y
APF(z / dt, / / F@)(t,)t,
tp71

Ou F) est la dérivée a lordre p de F.

5.3 Théoreme principal

Lemme 8 :
Soient p € Z, p>1,0<e< 15 et c= Ag}:p —e. Alors

P c 1 etieo F(6 — S)A(S) p—s
AN@) = 5(@) = 57 /C_m F(p+1+5—S)A(<s—s)w(5>”736+ ds

ou SC = 2m c %x”pds et C est un contour englobant les singularités de ¢ dans 6 — ¢ <

o < c et on suppose que toutes les singularités de ¢ sont dans cette zone.

Preuve. Soient « et 8 tels que ) ylan|A,* < +o0 et Y5y [bn|X,;* < +00. On suppose p
assez grand pour que ¢ > a et ¢ > .
Soit m € Z arbitrairement grand. Par la formule de Perron, on a

1 c+ioco 1—\
A§+m($) = 7/ (5)p(s) xsTPTmds
27 Jelioo T(s+p+1+m)
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On applique le changement de variable s — § — s et on applique 1’équation fonctionnelle :

Lot L0 — s)A(s)(s) _
pEM () = — S+ptm—s c
AT () 22%/672’00 F(p+m+1+6—s)A(6—s)x ds + S, (2)

avec S5,,.(x) = 3= [ ) %m”p*‘mds ot Cyypy, englobe toutes les singularités de ¢
p+m

en buppObant c et m assez grand.

De plus, ﬂ cctl;o F(p+1(j-5 S)ﬁf(é S)1/1( 5)z°+P~%ds converge bien d’aprés la Propriété 9. O

Lemme 9 :

Soient v € N, ji =452, (B, — §) et ¢ > max(—Re(%), ~Re(52).

1 petioo L(6—s)A(s) 5+p—s
On note I(x) = 5= [~ N ESEwry.y ¢ mr i tr=sds. Alors

I(.’E) =0 (m[A5+(2A—1)p—%]/2A) +0 (xp—l/p)

p—Ad

Avec v, € N tel que <y, <5+ L

p—AS
24
Preuve. Soit m € N. On pose

c+ioco
I, (z) = = G(s)z?TPtm=2ds
" 2im c—100

Avec

T'(0 — s)A(s)

) = R m 116 A0 )

Or, d’apres [6],

log(z+a)=(z+a— %)log(z) —z+ = 5 10g(277) + O( )

Dong :
d—s
log (sl romy) = —(pm e+ D)log(—s) + O(Y)

(
log ( L(ays+6y)

T(and + ays + 511)) =(a, + 8, — %) log(s) — (a0 — as + B, — %) log(—s) + log(a,)(2a, 8 — a,,0)

1
m”+0(u)

log(G(s)) — log <Me%> B+ O(—|)

Alors

— A=p+AS+p+m+1
— =2 (Z _, oy log(ay) — Alog(A))

— B = 6211,\[:1 ay log(a,) + (A6 + p+m+ 1) log(A)
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On pose maintenant

I'(A — As)
Alors
1 c+ioco - 1 c+ioco -
- pt+m—s - o p+m—s
I, () %im /71‘00 H(s)x ds + Sir ) [G(s) — H(s)]z ds
Or )
G(s) — H(s) = H(S)O(H)

Donc

L eres [G(s) _ H(S)] potptm=—sqs — L e H(S)O<i>$6+p+m_sds

2im c—100 2im Cc—100 ‘5‘

1 c+ 5 +ioco 1 s
= H(s)O(— )zt 5ds + R

2im c+ 55 —i0o ||

Ou R est le possible résidu en s = § + vy . R = O(xPTm " etm),

De plus

2ir H(S)O(%)x‘”’”m*m _ Ofattermee—)

- 0 (I[A6+(2A71)p7%]/2A>

Nous pouvons aussi calculer explicitement 51— | ST H(s)adtrrm=sds
17 CcC—100
1 c+100 1

c+ioco
i H(S)$6+p+m_sds _ 7eB+<I>(5+p+m)L/ M

—®\d+p+m—s
T — As) 7€) ds

2T J ol ioo 20w 287 Joelioo

1 Ac+ioco T ;
= Ai— My“”’”_jdz ot As=2A,>0 et ze P=y
2w Ac—ioco F(A - Z)

Ac 100
- Ali / o '(s) yorrrmth—iq
2w AcHp—ioco F()‘ + B — 8)

Actpti _2s
- Ali.y“”*’"*%/ ) (v7) * ds
2im Ac+p—ioco F(A +p— 5)
_ Ay A RA-D (ptm)] )

s ou z4u=s

v
NE

/24 Jop+ As+p+m (29

En combinant les résultats obtenus on trouve alors, en prenant m=0,

I(z)=0 (x[A‘SJF@A—UP—%]/?A) +0 (z")
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Théoréme 8 :

Supposons que l’équation fonctionnelle est vérifiée avec 6 > 0. Si Vp > 0,3m € N tel que
[AS + (2A — 1)(p+m) — 1]/2A > p+m — vy Si les seules singularités de ¢ sont des poles.
Alors, ¥n > 0,

A(@) = Qolw) = O (af=F5724m) 4 0 (2972 o’ (@) ) + O | 3 aul

<A, <z’
Avec
— Qo(z) = # fCo Flffs)_f(ls))xsds et Co englobe les singularités a droite de 0 = —1 — k avec
k>3- 2
27 14

— 2 =x+0 (a1
— q est le mazimum des parties réelles des singularités de
— 1 est Uordre mazimum des singularités de partie réelle q
—u=p8-23— L ave B tel quel 325 |by|pn? < +oo

De plus, si a, > 0 pour tout n,

AS(x) — Qo(z) =0 (IgfﬁJrzA"“) +0 (:l:qfﬁ*” logrfl(:zz)>

1 S
v )

m, on obtient

En choisissant n =

A?\(x) _ QO(I) -0 (‘r[5(—Aq+1)+5(2Aq—1)—ﬁ]/PA,@—A(H-%] logril(fb)) +0 Z |an|

<A, <z’

Preuve. Soit p € N suffisamment grand. On peut donc écrire, d’apres le Lemme 8

: 1 [etiee T'(6 — s)A(s) s
p _ Q¢ - o+p—s
AN@) = 5 (@) 2im /c_ioo L(p+14+d6—3s)A(0— S)w(s)x ds
On note "
_ i e F(6 B S)A(S) d+p—s
Hz) =57 /c_m Tprito-sAG—5"

On change les bornes d’intégration de I vers un contour C” définie par la droite o = cg + it avec
[t| > R complété par les cotés du rectangle de sommets co —iR, co+r—iR, co+r+iR et co+iR.
On suppose que r et R sont choisis de telle maniére que l'intégralité des poles de 'intégrande a
Iintérieur du contour initial soient compris dans le nouveau contour.

On différencie I sur ce nouveau contour et on a

1) () = %/, g(s)z’~*ds
Avec
L' —s)A(s)

9) = TG 1-5)A0 —9)

Afin d’évaluer cette intégrale nous allons procéder de la méme maniére que durant le Lemme 9
et donc nous reprenons les différentes notations :
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— k= %25:1(511 - %)
— A=pu+Af+p+m+1

— P =2 (25:1 ay log(ay,) — Alog(A))

— B = 6211,\]:1 ay log(ay,) + (Ad+ p+m+ 1) log(A)

Et on introduit

Alors

1 1
1P ()= —— [ h(s)z®*ds+ —— [ [g(s) — h(s)] 2°~*ds
2 ’ 2m c’

D’apres la Propriété 9, |T'(z)| ~ 227" 2e %, Clest pourquoi

I —s) e I'(6 — As)

TG+1=s ~ T(As+ 1) ~ Cexp([A(6 — 2s) + 1] log(s)) exp(—[A(d — 2s) + 1])

Donc
9(5) —Ad— B — K — KeR
|s| h(s) — 1| ~ Cexp(A5| log(s)| 0 ‘5‘) 0

C’est pourquoi

Or 0 <e < 75 et —& est a droite de la courbe (C’ + 55). Donc

1
m c

o) ~hoat s = g [ K0 (55) s

41

CeR
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De plus,

1 1 r'(A
Py h(s)x‘sfsds = 7/ wxaﬂem%ds
2 Jer 2im Jor T(A — As)

1 B—<I>6/ D(As+p),  _gy5-s
- ST H) d
2in ¢ T Ag) e ) s
1 T =
- (Z + :u) y‘;*Edz
2271' AC! P(}\ — Z)
]. F(S) S— stu

1% AC’+MF()‘+/'[/_S)

1 ® F(S) 1 —2s
= A — 5+A/ — 7 (yza d
12i7Ty AC”+/_L F()\+/,L—S) (y ) 5

= AgscgJQ#_,_Ag(Qxﬁ)

- 0 (x%*ﬁ)

1P)(2) =0 (x%—ﬁ) (5.1)

Donc

A (@)~ S5(@) = 3 2 E{jun) = Wy (a)

n=1 Hn

On a Af = ﬁ SN <o On(T = Ap)P.

Donc
AP(z—N,) & 1 p
A”A”(x)zzay+2(—l)p_”<> Z an(x + vy — A\p)?
YA n n n
=, T+l = Tp+1) V) N Tty
Or % = y” donc on a

ApAR(z) = @)y’ + O (y" D aul

<A <z+py

D’un autre coté

z+y tity tp—1ty

t1 tp—1

Cependant

Qo(x) = L /CSD(S):zcstZZ:JS5 log™ ! (x)

"~ 2ir s
£

Ou ¢ représente un pole de ¢ au point s = £. On note r¢ 1'ordre de ce pdle.
Donc

APSS(z) = Qo(x)y” + O (a:q_l (logr_l(:n)) y"“)
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En combinant ces résultats on obtient

AW, (z) = y° [AS(2) — Qo(@)] + O (¥ 'a® Mlog™ () + O [ v* > lan| (5.2)

<A <z+pyYy
De plus, si a, <0, A°(z) est monotone et alors

yP AQ (z + py) > AL AL (z) > yP AQ (2) (5.3)

O (I(z)))=0 (m[A5+(2A71)pf%]/2A) + O (a9)

D’apres le Lemme 9 et (5.1) on sait que ApI(z) = O (y?|IP(z)]) = O (ypwgiﬁ>

Comme Vp > 0,3m € N tel que [A6 + (24 — 1)(p +m) — 3]/2A > p+ m — vy, On suppose
[A5 + (2A —1)(p) — 1]/2A > p — v, sinon on remplace p par p + m.

Alors

De plus, si v > (3,

Hn>2Z Hn>2 ;/l
Siv<p,
|bn| |bn|p“n —v
> m =) =00 (5.5)
Hn<z n pn<z n
Alors

AW, (x)=0 | > |n| yPas T +O<Ig4114+p(12114)z|bn|>

) 1 2
stratza
fin<z M pn>z pn P

Sl
+
»b‘H

On note u = — $ — 4 et on a donc en utilisant (5.4) et (5.5) on a

AGW,(x) = O (y”xg*ﬁzﬁ) +0 (x%*ﬁﬂ’(lfﬁ)zufﬁ)
%A
On pose z = (m y“ ) et alors
APW,(z) = O <yP72Aux%7ﬁ+(2Afl)u) (5:6)

Donc en utilisant (5.2) et (5.6), on obtient

AQ(z) = Qo(z) = O (y’““fv%’ﬁ““*”“) +0 (ya" Mog (@) +O | Y aal

<A <zPy



44 CHAPITRE 5. UTILITE DE L’EQUATION FONCTIONNELLE

1—

On choisit maintenant, pour n > 0, y = x 2277 et alors

A(@) —~ Qola) = 0 (#3=E24m) L0 (49 Tlog @) 4O [ aul

<A, <z’
Si a, >0, d’apres (5.3)

A () — Qolw) = O (whr24m) 4 0 (34- 1 log" ()

O
Corollaire 5 :
St A>1, on a toujours la propriété suivante :
Vp >0,3m € N tel que [A5 + (24— 1)(p+m) — 3]/2A > p+m — Vpim
Preuve. On pose a, = % g.
Soit v, > a, + 55 ou v, < a, + 35 = apt.
Dans le deuxieme cas, v,11 > a,41 + LA O

5.4 Exemples d’application

Exemple d’application 1 :
Le Théoreme 8 s’applique a ¢ et on obtient {(z) =z + O(1).

¢ vérifie I’équation fonctionnelle

Avec (1 —s) = 31 (fn)b.

AlorSA:%eté—l
De plus vy = 0 et vp41 = v, + 1 donc v, = p. C’est pourquoi p — v, = 0 et donc on a bien la
propriété :Vp > 0,3m € N tel que [Ad + (24 —1)(p+m) — 1]/2A > p+m — Vpim

Remarque

Une L-fonction est une fonction de type L(s,x) = Z:xi Xnﬁ ol Y est un caractere et o > 1.
Cette fonction posseéde aussi une équation fonctionnelle et elle vérifie les conditions du théoréme

principal.

Exemple d’application 2 :
Soit d(n) le nombre de diviseur de n € N. On note a,, = b, = d(n), A\, = pn, = 7™ et p(s) =
P(s) =S 4 hour o > 1.

Zon=t Tame P
On a I’équation fonctionnelle

O,adonc A=1etd=1.
D’apres [4], on a

Qolw) =+ 1(2y — 1) + log(a)]
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Ou v est la constante d’Euler.
Alors, en choisissant n = é, on obtient

d(n) = z[(2y — 1) + log(z)] + O (x% 1og(x)>

nsx

IA

Remarque
Il y a encore de nombreuses applications, certaines d’entre elles sont explicitées dans 1’article [4].
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