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I. Introduction et notations 

(1.1) Soit F u n  corps local non  archim6dien, ~p un caract~re additif non trivial de 
F, ~ une repr6sentation admissible et irr6ducible du groupe G r = G L ( r ,  F) sur un 
espace complexe V. Dans  [ G - J ] ,  on a d6fini des facteurs L(s, ~) et e(s, re, ip) qui sont 
de la forme:  

L(s, ~) = P~(q- s ) -1 ,  P~ ~ II?[X], P~(0) = 1 ; 
(1) 

e(s, ~z, ~)  = ~ ( q -  s, ~p), ~,(X, ~p) = cX"  ; 

oia l 'on d6signe par q le module  du corps F. Nous  ferons toujours l 'hypoth6se que 
l 'exposant du caractbre F est 0, c'est h dire que le plus grand id6al de F sur lequel ~p 
est trivial est l 'anneau des entiers ~R. Lorsqu' i l  en est ainsi, l 'entier m n e  d6pend que 
de ~z. 

Par  exemple, si r =  1, alors ~ est un caract6re de F • (non n6cessairement de 
module un) et l 'entier m est positif. De plus si m = 0 le caract6re est non ramifi6 c'est- 
h-dire de la forme z~(x) = Ixl s. Si au contraire m est strictement positif alors rc est 
ramifi6 ; de plus, si ~ est l'id6al maximal  de l 'anneau 9~, on sait que nes t  trivial sur 
le groupe 1 + ~ "  et non trivial sur les groupes 1 + ~"  avec 0 < a < m. 

Pour  r > 1, on peut se demander  si l 'entier m est positif. On  peut se demander  
aussi s'il existe une interpr&ation de l'entier m analogue h celle rappel6e ci-dessus. 
Nous  allons d6montrer  que tel est bien le cas, pourvu  que la repr6sentation n soit 
<< g6n6rique >> [cf. (1.2)]. Par  exemple s i r  = 2, alors une repr6sentation g6n6rique est 
simplement une repr6sentation de dimension infinie et le r6sultat est maintenant  
classique [C, D, N] .  

Cette question avait 6t6 d ' abord  soulev6e par A. Weil (pour r > 2) et r6solue, 
tout  au moins dans le cas cuspidal, par D. Kazdan  et M. Novodvorsky .  Peut-6tre 
d'ailleurs d 'autres math6maticiens ont-ils, avant  nous, r6solu cette question- 
compl6tement.  Aussi ne pr6tendons nous h aucune esp6ce d'originalit6. Mais 
comme beaucoup de math6maticiens se sont pos6s ou nous ont  pos6 cette question, 
il ne nous h pas paru  tout  h fait inutile de publier notre d6monstrat ion.  Elle est du 
reste calqu6e sur celle donn6e dans [C]  pour  le cas r = 2. 
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(1.2) In t roduisons  main tenan t  les nota t ions  et les d6finitions dont  nous aurons  
besoin. Nous  noterons  9t, ~3, co, v, q l ' anneau des entiers, l'id6al maximal ,  une 
uniformisante,  la valuat ion normalis6e et le module  du corps F respectivement.  
Nous  poserons  a(x) = Ixl = q -  o(x~. En part iculier  I~1 = q -  t. 

Soit A, le sous-groupe des matr ices diagonales dans G,. Si les coefficients 
d iagonaux de la matr ice aeA, sont les nombres  (a ,a  z . . . . .  a,) nous 6crirons 

a = diag(a 1, a z . . . .  , a,). (1) 

Soit N,  le groupe tr igonal  strict sup6rieur dans G,. Un  caract~re additif  non  trivial 
lp de F 6tant choisi, nous d6finirons un caract~re 0t~,, de N,  par  la formule 

r - - i  

%,(n)= lq t,(n,.,+O. (2) 
i = t  

Une repr6sentat ion admissible et irr4ductible rc de G, est dite odndrique s'il 
existe un espace ~r de fonctions sur G, se t r an s fo rman t / t  gauche par  0~., qui soit 
invar iant  par  t ranslat ions gt droite, la repr6sentat ion de G, sur Yr 6tant 6quivalente 

re. L 'espace ~ est alors unique et se note  ~qr(rc; ~p). La  condit ion d'4tre g6n6rique 
ne d6pend pas de ip. D'ail leurs si P t  est un autre  caracthre addit if  non trivial de F, 
on a W~(x)=~p(a~x) avec a~ dans F • Pour  W dans ~/r ; ~p) la fonction W 1 d6finie 
pa r  

Wt(o)=W(ao), " "-~ "-  . . . ,  1), a = d l a g ( a  1 , a  1 2, at  , 

est dans  W'(rc; ~1)- Enfin sirc est g6n6rique ta repr6sentat ion contragrediente  ~ I'est 
aussi. De plus, si W e s t  dans ~r alors la fonction W d6finie par  

fv(o)= W(w/o- t ) ,  w , =  1 , (3) 

est dans W'(~; ~), oia l 'on d6signe par  t~ l ' imaginaire conjugu6 de tp. 

(1.3) Quelques remarques  sur l 'organisat ion de cet article. Nous  v6rifions au 
Par.  2 des propri6t6s simples mais  essentielles des polyn6mes  P,~(X) pour  rc 
g6n6rique. Au Par.  3 nous 6tudions les propri6t6s des fonctions se t r an s fo rman t / t  
gauche par  0~,, qui  sont, h droite,  fonctions propres  de l 'alg6bre de Hecke. Au 
Par. 4, imitant  la m6thode  du cas r =  2, nous  d6finissons le <<vecteur essentieb~ de 
l 'espace -/r Pour  cela nous utilisons l '6quation fonctionnelle (4.2)(1). Avec 
les r6sultats rappel6s ou prouv6s au Par.  2, c'est la seule propri6t6 des facteurs L e t  
e dont  nous aurons  besoin. Les propri6t6s du vecteur essentiel sont 6tablies au 
Par.  5: elles d6coulent aussit6t  de l 'identit6 (4.2)(1). 

2. Le facteur Ldes repr6sentations g6n6riques 

(2.1) Le but  de ce pa rag raphe  est de prouver  le r6sultat suivant :  

Proposition. Soit ~ une representation gdndrique irrdductible de G,. Alors les 
polyn6mes 

P~(X) et P~(q- 1X- 2) 

sont premiers entre eux dans l'anneau I~[X,X-2]. 
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(2.2) Nous  aurons  /i utiliser quelques r6sultats simples sur les repr6sentat ions 
g6n6riques et les repr6sentat ions induites. Soit Q le sous-groupe parabol ique  
s tandard  de type ( r l , r  2 . . . . .  rn) de G r. Pour  chaque entier i, 1 < i < n ,  soit n i une 
repr6sentat ion admissible et irr6ductible de G r .  N o u r  noterons  I ( n l ,  n 2 . . . . .  n,,) la 
repr6sentat ion de Gr induite par  la repr6sentat ion suivante de Q: 

g2 * ~nx(g2)|174 . . .Nn.(g.).  

g , /  

Cette repr6sentat ion admet  une suite de compos i t ion  finie; pour  que Fun des 
quotients  irr6ductibles de la suite de composi t ion  soit g~n6rique, il faut et il suffit 
que chacun des n i le soit, et il y a alors un seul quot ient  irreductible g6n~rique (cf. 
[R]).  Si tous les rq sont g~n6riques nous noterons  ~(rq, n 2 . . . . .  nn) l 'unique 
composan t  g6n6rique de I(nl ,  n2 . . . . .  nr). La <<transitivit6>> de l 'op6rat ion d ' induc- 
t ion mont re  aussit6t que si les rq sont g6n6riques, alors:  

,r(rq,r~ 2 . . . . .  ~ , ) = o [ a ( n l , ~ ,  ..,~i_ O,~ nj+ ~, . . . ,~,)].  (1) 

C o m m e  la repr6sentat ion contragr6diente  d 'une repr6sentat ion g6n6rique est elle 
m~me g6n6rique, la relation 6vidente 

I ( n l ,  n 2 , . . . ,  n,) ~= I(nl ,  n2 . . . . .  n,). (2) 

entraine 

a(nl ,  re2 . . . .  , n,) ~= a(ni ,  n2 . . . . .  n.).  (3) 

De  mame,  on a 

I(nl ,  n e . . . .  , n,) @/l = I ( n  1 @#, na @/~ . . . . .  n,@/~) (4) 

pour  tout  caract~re/~ de F• D'ofa: 

a(nt ,  n 2 , . . . ,  n~)| = a(n 1 |  n 2 | . . . . .  n , |  (5) 

Enfin toute repr6sentat ion admissible et irr6ductible de G r e s t  un composan t  
d 'une repr6sentat ion induite I ( n  l ,  n 2, . . . ,  ha) off les n i sont cuspidales (<<supercuspi- 
dal~ dans la terminologie d 'Har i sch-Chandra ) ;  de plus, si I ( n t , n  2 . . . . .  n . )  et 
I(ffl, ~2 . . . . .  ~)  ont  un composan t  irr6ductible commun,  alors n = s et (n i, n 2 . . . . .  n,) 
= (~1, if: . . . . .  ~,), ~ l 'ordre pr6s. I1 s 'en suit que toute  repr6sentat ion g6n6rique est de 
la forme 

7~ : O'(7~1, n 2 ,  . . . ,  7~n) , 

off les n i sont cuspidales et (n~, n 2 . . . . .  n.) est bien d6termin6/ i  l 'ordre prbs. 
Pa r  exemple, si Q est le sous-groupe parabol ique  de type (1, 1 . . . . .  1) dans Gr et si 

n ~ , n  2, . . . ,n~  sont des caract6res de F • tels que hi(hi+ i ) -  l =~z, alors on a 
1 

n ~ = / ~  ~t '+ 1)-~, 1 < i< r , _  _ 
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et 

~r(nl ,  n 2 . . . .  , * t , ) = # |  

oh a rest  la reprSsentation sp6ciale de Steinberg: cela r6sulte par exemple de ce que 
a r es t  de carr6 int6grable, donc g6nbrique (cf. [G-J ,  Par. 7;  J2]). 

(2.3) V6rifions maintenant  la proposi t ion (2.1) pour  une reprbsentation de la 
forme 

n - - - - - # |  r . (1) 

On  a alors ~ = # - 1 |  r. Si # est ramifi6 la proposi t ion est 6vidente car alors 

P . ( X )  = 1,  P~(X) = 1. (2) 

Si # n'est pas ramifi6, alors # = a t pour  un t convenable et [G- J ,  Par, 7] : 
1 

- t - - - ( r -  1)_ 
Pu |  = Por(q - tX) = 1 - q 2 X ,  (3) 

1 
t - - - ( r -  1)_ 

Pu-l| = 1 - q z 2~. (4) 

La proposi t ion est donc  encore 6vidente. 
Passons maintenant  au cas d 'une repr6sentation de la forme 

n = ~ ( n l ,  ~ 2  . . . . .  ~,) (5)  

off les n i sont des caractSres non ramifi6s. 
Nous  pouvons  supposer  que la suite (nl, n 2 . . . . .  %) est de la forme 

1 1 1 2 2 2 m m . . . , / A r m ]  
#l,  #5, "",  #rl, #1, #2, "",  #r~, "",  #1, #2, (6) i i - 1  i j - 1  �9 
# k ( # k + l )  = a ,  # r i ( # l )  4 = ~ ,  Sl i4=j.J 

En posant  #] = ~u', nous avons donc 
r l -  1 

G [  i i i ui ~#1, #5 . . . .  , #r,) = ar,|176 2 

~ G  f f r l |  u l  2 , - - - -  . 

I1 r~sulte alors de [-J2, (2.7.4)] que P ~ [ X ]  divise le produit  
(_ . ,+ �89  , 

P,~.,lq X ) .  

De m~me P~(X) divise le produit  

Si P~(X) et P ~ ( q - I X - 1 )  ont  un facteur c o m m u n  (non 
r  il existe au moins un couple ( i , j )  tel que les polyn6mes 

�9 1 

("-1 / 
p us- z l X -  1 % q q - = 1 - q .S-  rJ X -  1 

trivial) dans l 'anneau 
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soient identiques, au produit  prSs par une unit6. C'est impossible si i=j. Si i4:j, 
i j - 1  1 cela impose ~"J - ' J=~" '  ou encore /~l(/~,j) = ~ -  . Or  ceci contredit  (6). La 

proposi t ion est donc prouv~e dans ce cas. 

(2.4) En g~n&al, 6crivons rt sous la forme 

u = o-(up 7r 2 . . . . .  uj, lr~.+ 1 . . . . .  u,), 

off les representations cuspidales ~1,g2, ...,7~j ne  sont pas des caract5res non-  
ramifies tandis que uj+ , , . . . ,  u,  sont des caract5res non ramifies de F • Alors:  

7r=a(zq,u 2 ..... uj,{) avec ~=a (u j+  1 . . . . .  u,). 

Toujours  d'apr6s [J2, (2.7.4)] le polyn6me P~(X) divise le produit  

Pr [ I  P,~,(X) 
l<=i<=j 

Mais P,,(X)=I [loc. cit. (3.1)]. Donc  P,(X) divise en fait Pc(X). De mSme 
p~(q-1 X -  1) divise P~(q-~X-1). D'apr6s  (2.3) ces polyn6mes sont premiers entre 
eux. Le r6sultat s'en suit. 

(2.5) Nous  aurons  aussi besoin du r6sultat auxiliaire suivant:  

Proposition. Soit z~ une repr&entation irreducible 9~n&ique de G,. Le degrO de Pest  
au plus r. Pour que n contienne la repr&entation unit~ du sous groupe compact 
maximal K r = G L ( r ,  ~),  if faut et il suffit que le degr~ de P, soit r. 

D~monstration. Ecrivons n sous la forme 

7[ = O'(7~1,7~2,.. . ,  7Ira) 

off les n i sont cuspidales et m < r. Une fois de plus P,(X) divise le produit  1-I P~,(X). 
C o m m e  chaque P~, est de degr6 au plus un, on voit que P~ est de degr6 au plus r. 
Supposons maintenant  que P~ soit de degr6 r. Alors m = r et chaque P,, doit atre de 
degr6 un. Cela signifie que chaque n i est un caract&e non ramifi6 de F • 
Supposons  la repr6sentation induite ~ = I ( g l , n 2  . . . . .  rrr) non irr6ductible. Alors il 
existe au moins un couple (i,j) tel que rci.n f i = e [B-Z,  Theorem (4-11)]. On  peut 
supposer que c'est le couple (1, 2). Alors on a :  

7~ ~--- 0"(~, 7g 3 . . . . .  7~r), ~ = 0"(/~ 1,7~2) = 0"2 ~ )~ / .  

A nouveau P~ divise le produit  

Pc(-IP~,. 
i=3  

Mais comme Pc est de degr~ un [G-J ,  Par. 7] on obtient une contradiction. Ainsi 
est irr~ductible et zc = 4. Done  zt contient  la repr6sentation unit~ de K r. 

En sens inverse, si 7r est une repr6sentation irr~ductible qui contient la 
representation unit6 de K, ou comme nous dirons encore, une repr6sentation non- 
ramifi~e, alors rr est le composan t  non-ramifi6 d 'une reprSsentation induite 
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---I(nl, nz, . . . ,  n,) off les n i sont des caract6res non-ramifi6s de F • Alors 

P , (X)=  1-[ P~,(X) 
l<i<=r 

et chaque P~, est de degr6 un [ G - J ,  Par.  6]. Donc  P= est de degr6 r. 

(2.6) Remarque. On peut  mont re r  que l '6nonc6 obtenu en suppr imant  dans la 
Propos i t ion  (2.5) le m o t  g6n6rique est encore vrai. 

3. Fonetions de Whittaker formelles 

(3.1) Nous  aurons  h utiliser des r6sultats 616mentaires sur les fonctions se 
t r ans formant  ~t gauche par  le caract~re 0 =0~. r. Nous  les 6non~ons une fois pour  
toutes. 

Pour  g dans Gr posons 

ai(g)=ai/ai+l, l < i < r - 1  
~,(a)=a~ (1) 

si g=nak  avec neN, ,  k e K ,  et 

a = diag(a 1, a z . . . . .  a,). 

Soit q~ une fonction lisse h droite telle que 

q)(ng) = O(n)q)(g). 

Alors il existe une constante  C telle que 

~o(g) #0=~lcq(g)l < C ,  1 < - i < r -  1. (2) 

En effet, comme  ~0 n 'a  qu 'un  nombre  fini de translat6es ~t droite par  K,, il suffit de 
mont re r  l 'existence d 'un C tel que 

qg(a)~:O~l~(a)l<C, 1 <_i<r-  1. 

Mais  en prenant  

on doit  avoir  

0 "" 1 x r -1  

r - 1  

q~(an) = q~(ana- l a) = I-I ~P(ai(a)xi)qg(a) . 
i=1 

O r  q~(a) = (o(an) si les [xi! sont assez petits. D'of l  la conclusion. On  voit  m~me que si 
~0 est K, - invar ian t  alors on peut  prendre  C = 1. 

De  m6me on a 
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On en conclut que la relation 

~o[( 0 01)(10-1 ~)]=~o 

a lieu pour tout g, si et seulement 

implique que la derni6re ligne de 

si la relation 

g a tous ses coefficients entiers. 

(3.2) Nous aurons h utiliser des r6sultats connus sur les repr6sentations ~non- 
ramifi6es>) du groupe G,. Soit Hr l'alg6bre de convolution des fonctions bi- 
invariantes par K , = G L ( r ,  9l) et ~t support compact. On sait que cette alg6bre est 
isomorphe fi l'alg6bre S r des polyn6mes en X1, X~- 1, X2 ' X~ 1, ...,X,, X 7 1 qui sont 
invariants par permutation des variables. Notons T1, Tz, ..., T~ les fonctions 
sym6triques 616mentaires des X v Ainsi: 

TI = Z X , ,  T2 = Z X . ~ j , . . . ,  T~ = I - I x , .  (1) 
i i < j  i 

Alors S, est encore isomorphe fi l'alg6bre de polyn6mes ~[T1, T 2 .. . . .  T~, T~- 1]. 
Dans la suite nous adopterons les conventions suivantes pour les mesures 

de Haar et les mesures invariantes. La mesure de Haar de G r (et de K,) est 
normalis6e par la condition mes(K,)= 1, celle de N, par mes(K,c~N,)= 1. La 
mesure invariante de N , \ G ,  est le quotient des mesures pr6c6dentes. 

Soit maintenant (x~, x z . . . . .  xr) une suite de r nombres non nuls. Elle d&ermine 
un morphisme S ,~r  savoir 

P ~ P ( x p  x z . . . .  , x , ) .  (2) 

L'homomorphisme correspondant 2: H , ~  s'obtient ainsi. Soit I (x l ,  x 2 . . . . .  x ,)  la 
repr6sentation de G, induite par le caract6re 

a l  ] ~"~vv(al)'cv(az) . .  X~ (at) 
0 2  * ' ' ~ 1  ~ 2  �9 

\o %/ 
(3) 

du groupe trigonal sup6rieur. Alors l'espace de cette repr6sentation contient un 
vecteur et un seul fix6 par K r et 6gal ~t un sur K r. Soit f ce vecteur. Pour tout ~os H 
o n  a :  

~f(gh)~o(h)dh = 2(q~)f(g ) . (4) 

(3.3) Soit maintenant ~p un caract6re additif non trivial de F d'exposant 0. Pour 
toute suite de nombres complexes non nuls (x~, x 2 . . . .  , xr), il existe une fonction W 
et une seule telle que 

W(ngk)  = O(n)W(g), n e  N ,  k e  K ;  (1) 

W(e) = 1 ; (2) 
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pour  tout  r  

I W(gh)q)(h)dh = 2(q~)W(g), (3) 

off 2 est le morph i sme  de H darts �9 d6crit dans  (3.2) (cf. [S]). Nous  noterons  cette 
fonct ion 

W(g, x ,  xz, . . . ,  x, ; ~p). (4) 

I1 r6sulte de l 'unicit6 que 

W ( w ' g -  : , x l ,  x2 . . . . .  Xr ; ~ ) =  W(g, x i  : , x ~  ~ . . . . .  x;  - ~ ;9)" (5) 

De plus si q - S =  x, alors 

W(g, x: ,  x 2 . . . . .  xr ; ~p)ldet g[ s = W(g, xlx,  xzx  ..... xrx; ~p). (6) 

La formule explicite donn6e en IS]  mon t re  qu'il existe pour  chaque geG,  un 
616ment W(g,X a,X2,...,X~;~p) de S~ dont  W(9,xa,x2 . . . .  ,x~;~p) soit la 
sp6cialisation. On a ainsi d6fini une fonction sur Q / :  valeurs dans Sr; d'ailleurs ses 
valeurs sur un ensemble compac t  modu lo  N,  sont dans un sous-espace vectoriel de 
dimension finie de S,. D 'apr6s  (3.1), le suppor t  de W ( 9 , X p X  2 .. . .  ,Xr;~p) est 
contenu dans l 'ensemble des g tels que 

[ai(9)] < 1 ,  pour  l < i < r - 1 .  (7) 

Si de plus Jar(g)]< 1 alors W(g,X~,X z . . . .  , X , ; ~ )  est en fait dans C[X~,X 2 ..... X,]. 

(3.4) Nous  aurons  ~t consid6rer des ~int6grales>> de la forme 

S W(g, X1,X2 ..... X ,  ;~)~o(o)]detglSd9, (1) 
Nr\Gr 

off q~ est une fonction se t rans formant  ~t gauche par  0~, r = 0~,r. La fonction ~o sera 
suppos6e lisse & droite, c'est-~t-dire invar iante  ~t droite par  un sous-groupe compac t  

ouvert  de Q .  De plus le suppor t  de q~ sera toujours  contenu dans l 'ensemble des g 
tels que 

la,(g)l < c ,  (2) 

oh C est une constante  non nulle. L' int6grale est ~ interpr6ter c o m m e  s6rie formelle 

~ a ~ " ,  X = q  -~, (3) 

coefficients dans S~, les coefficients ~tant donn~s par  l 'int~grale ordinaire  

a,= ~ W(g,X~,X 2 ..... X,;qOq~(g)p,(detg)dg, (4) 
N.\Gr 

off/~, est la fonction caract6ristique de l 'ensemble 

{xe F • Iv(x) = n} (5) 

dans F • I1 est clair que les condit ions (3.3)(7), (3.4)(2) et v(detg)= n impl iquent  
que 9 est dans un ensemble compac t  m o d  N,  : la fonction ~t int6grer dans  (4) est 
done  ~t suppor t  compac t  m o d N ,  et l ' int6grale a bien un sens. De plus no tons  que 
les relat ions (3.3) (7) et (3.4) (2) entrainent  v(det g) > m, off m est un entier qui d6pend 
de C. I1 en r6sulte que dans  la s6rie (3) on a a,  = 0 pour  n < m. 
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(3.5) Lemme. Gardons les hypothdses  de (3.4) mais  supposons de plus que q9 soit  
invariante d droite par K r. Alors  la relat ion 

W ( g , X  1 ,X 2 . . . . .  X r ; tp)go(g)ldet gl~dg = 0 

entraine q9 = O. 

Ddmonstrat ion.  If  suffit de d6montrer  le lemme lorsque ~0 a un support  compact  
modulo  Nr. L 'hypothbse du lemme s'6crit alors:  

W(g, Xx, Xz, . . ., xr ; ~)qg(g)dg =O , (1) 
Nr\Gr 

pour  tout  (xl, x 2 . . . . .  xr). Mont rons  que cela entraine ~p = 0. Pour  cela consid6rons 
la repr6sentation ~ de G~ induite, au sens de Mackey,  par  le caract~re (de module  1) 
0r r. D6composons  la en somme continue de repr&entat ions irr6ductibles: 

= S ~xd~(x). 

Soit Vl 'ensemble des fonctions lisses h droite et support  compact  modulo  N,  dans 
l 'espace de la repr&entat ion u. C o m m e  V a une base lin6aire d6nombrable,  il 
existe, pour  presque tout  x, une application lin6aire A x de V dans l 'espace de la 
repr6sentation 7:x telle que 

(q~,, go2) = 5 <A:,~o 1, Axq)2>d#(x ) , ~o 1, go2~ V. (2) 

De plus, pour  presque tout  x, on a 

A~Tt(g)go = ~z~(g)A~q~, g~ Q ,  r V. 

Soit maintenant  q)o un 616ment de Vinvariant  sous K r. Alors Ax~O o = 0 fi moins que 
rtx ait un vecteur v ~ # 0  invariant sous K,. Supposons qu'il en soit ainsi; alors il 
existe une fonction Wet  une seule se t ransformant  ~ gauche par 0~,~ telle que, pour  
tout  r V, 

(Ax~P,V~)= ~ q)(g)W(g)dg. 
Nr\O~ 

C o m m e  v~ est K,-invariant  la fonction West  K~-invariant fi droite. De plus v~ doit 
6tre un vecteur propre  pour  l'alg~bre H r I1 en est doric de m~me de la fonction W. 
Par  cons6quent cette fonction est un multiple d 'une fonction W(x~,  x 2 . . . . .  x , ;  ~p). Si 
~o o satisfait (1) alors (AxtP0, v~) = 0 ou encore Ax~O o = 0. Ainsi A~o o = 0 pour  presque 
tout  x. D ' ap r& (2) on a ~0 o =0 .  Q.E.D. 

4. Le vecteur essentiel 

(4.1) Nous  sommes maintenant  en mesure de d6finir le vecteur essentiel d 'une 
repr6sentation g6n6rique n de G r. Rappelons  une lois de plus que l 'exposant de ~v 
est suppos6 &re 0. Pour  tout  We ~/U(rc;lp), posons 

7"(X, W, X 1 , X  2 . . . .  , X r _  ~ ) 

N~- 1\0,-- t 

[det gl s -  1/2dg, X = q - S .  (1) 
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La'onction  W(0 satis ait  vidomment les conditions de,34, et lint grale 

repr6sente une s6rie de Laurent formelle ~ coefficients dans S,_ 1. D'apr6s (3.4)(6) 
on a, si U est une ind6termin6e, 

7J(UX, W, X I , X  2 ..... X,_  1)= ~(X, W, UX 1, UX 2 .. . .  , UX,_ 1). (2) 

Th6or~me. II existe un ~l~ment et un seul W de ~(7~ ;lp) tel que 

(i) W(g(ho ~)) = W(g) pour h~K,_  1, 

r - - 1  

(ii) 7~(X, W, X1 ,X  2 ..... S r -  1) = 1--[ P~ I(XX,), 
i = 1  

le second membre de (ii) ~tant la sOrie formelle en X dt coefficients dans S,_ 1 obtenue 
en d~veloppant P~ I(XXi) suivant les puissances croissantes de X. 

D~monstration de l'unicit& D'apr6s le lemme (3.4) la restriction de W au sous- 
groupe 

est uniquement d6termin~e. Or, d'apr6s les r~sultats de [B-Z,  Th6or6me (4.9)], un 
~16ment de ~#/~(~;~p) est toujours d6termin6 par sa restriction au sous-groupe (3). 
L'unicit6 est donc 6vidente. 

(4.2) Ddmonstration de l'existence. Nous nous appuierons sur une identit6 dans 
l'espace des s6ries de Laurent / t  coefficients dans S t _ 1. Notons que cet espace peut 
atre regard6 comme un module sur l 'anneau des polyn6mes en X , X  -1 ~ 
coefficients dans S,_ 1. De plus cet espace admet un automorphisme changeant la 
s6rie F(X)= ~ a ~  ~ en la s6rie 

F(X-1)= 2 a ~ - " =  2 a _ ~ "  . 

Cet automorphisme est compatible avec l 'automorphisme correspondant de 
l'alg6bre des polyn6mes en X , X -  1. L'identit6 que nous avons en vue s'6crit, pour 
tout 616ment W de ~/'(Tt; lp): 

t - - 1  

~(q -1X-1 ,  ~V,,X? 1,X-  , .... X~-21) I~ P~(q-IX-1X? 1) 
n = l  

t - 1  t - 1  

= 1-[ ~dxx,,  ~,)~'(x, w , x , x ~ , . . . , x , _  1) [I  e~(xx,). (1) 
i = 1  i = 1  

Dans cette formule I~r est d6fini par (1.2)(3). Rappelons que c'est un 616ment de 
l'espace ~ ( ~ ; ~ )  attach6 h la repr6sentation contragrbdiente ~ et au caract6re 
imaginaire conjugu6 de ~p. 

L'identit6 (1) est 6quivalente ~t la rbunion d'une infinit6 d'identit6s dans 
l 'anneau S,_ 1. Pour  d6montrer (1) il suffit donc de d6montrer l'identit6 analogue 
obtenue en rempla~ant les X~ par des nombres complexes x~ # 0. On peut m~me se 
restreindre au cas oh tousles  x~ sont de module 1. Alors la reprbsentation induite 
r(=I(Xl ,X ~ . . . .  ,Xr_l) de G,_ 1 est irr6ductible et gbn~rique et la fonction 
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W'=W(xpx  2 . . . . .  x , _ , ; ~ )  est un 616ment de l 'espace "r162 De m~me 
X-1 X-1  W(g, 1 , 2 . . . . .  x r -~ ;~)  n 'est  autre  que la fonction (W') ~. En posant ,  pour  

~ ' e  w(n';t?), 

les r6sultats 6nonc6s dans [ J - P - S 2 ]  mont ren t  que 

~(q- 'x-  ', w,, w') [I e~(q- ~x- ~x? 1) 
i 

= [I ~(Xx,, ~)~'(x, w, w') 1-[ e.(xxi), (3) 
i i 

pout  tout  W'. En prenant  W ' =  W(xl,x 2,...,x,_ 1;9) nous obtenons  bien la 
sp6cialisation de (1). 

D 'apr6s  les remarques  de (3.4) la s6rie formelle T(X, W, XpX2, ...,X r_ 1) n 'a  
qu 'un  n o m b r e  fini de termes avec un exposant  n6gatif. I1 en est donc  de m~me du 
membre  de droite de (1). Au contraire  le membre  de gauche est une s6rie formelle 
avec un n o m b r e  fini d 'exposants  positifs. L'identit6 (1) mont re  donc  que chaque 
membre  est un po lyn6me en X , X - i  ~ coefficients dans St_ p D 'apr6s  (4.1)(2) il 
existe m6me un 616ment ~(W,,X1,X z ..... X~_ 1) de S r_ 1 tel que 

E,(W, XX1,XX2, ...,XX~_ 1) 
r--1 

= T(X, W, Xx,X 2 ..... X~_ 1) [I P,(XX,). (4) 
i=1 

D'une  manihre imag6e, on peut  6crire. 

7 - ~ ( W ~ X 1 , X 2  . . . .  , X r -  1) 

= ~ W W(g,XI,X2, "",Xr-1 ;~)[detgl-1/Zdg l-I P~(Xi)' (5) 
Nr- L \Gr- I i= l  

Soit alors I(n) le sous espace vectoriel de S,_ 1 engendr~ par  les 
Z(W, X p X  2 ..... X,_ 1) avec W d a n s  ~ ( n  ; ~v). C'est en fait un id6al de l ' anneau S,_ 1. 
En effet soit P u n  616ment quelconque de S~_ x et ~p l'616ment cor respondant  de 
H,_  1" Alors 

W(gh,X1,X 2, . . .,X~_ 1)q~(h)dh 

= W ( g ,  X 1 , X 2 , . . . , X r _  1 ; ~ ) P ( X I , X 2  . . . . .  X , _  1)" 

Si W e s t  dans ~g'(n;q~) la fonction W 1 d6finie par  

Wl(g)=~ W(g(h 0 O1))~p(h- a)ldethl-1/2dh 

est encore dans "/r En par tan t  de la formule  (5) un calcul formel faci le/ t  
justifier mon t re  que 

~(W1,X pX z ..... X,_ 1) =~(W, X1,Xz, "",X,- 1)" P(X1,X2, "",X,- 1)" 

D'ofi  notre  assertion. 
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L'id6al I(•) contient  le produi t  l-[ P~(XI). En effet d'apr6s les r6sultats de [ G - K ,  
Th6or6me (5.2)], il existe un 616ment W de ~/U(g; ~) tel que 

w( 0 si 0sinon 

Pour  ce W on a 6videmment d'apr~s (5): 

r--1 
~(w, x l ,x2  ..... x,_ 1)= [[ P.(X,). 

i=1 

D'ofl la conclusion. 
Finalement  l'identit6 (1) s'6crit aussi: 

~'VV~. - 1 X - 1  - I X -  1, ~ ,q 1 ,q 2 "",q-lXT-Xl) 
r--1 

= [I  e,(X,, ~p)S(W, X 1 , X  2 . . . . .  Xr -  1). (7) 
i=1 

r - 1  
En 6changeant les r61es de n e t  g cela mont re  que le produi t  1-I P:(q- lX~ -1) 

i=1 
appart ient  aussi ~t I(n). D'apr6s la proposi t ion (2.1) on voit qu'il n'existe pas de 
suite (xl, x z , . . . , x  r_ 1) avecx~+0, sur laquelle tous les  616ments de I(Tr) s 'annulent. 
Si J e s t  l'ideal correspondant  de l 'anneau C[TI,  T2, ..., T~_ 1, T~--Xl] [notat ions de 
(3.1)], cela signifie que les 616ments de J n 'ont  pas de zero commun (t 1, t 2 . . . .  , tr_ 1) 
avec t,_ 1 + 0. I1 en r6sulte que 

J = r  T1, T2, T -1 . . . . .  -1, T~-1] 

et l(n) = S r_ 1. 
En partieulier il existe un 616ment W de ~W(~;~p) tel que 

~-'~(W~X 1 , X 2 , - -  . ,X r -  1 ) =  1. 

En revenant  aux d6finitions, cela s'6crit 

r--1 
[[ P~(XXfl'(x, w , x , x ~ ,  ...,x~_ 1)= 1. 

i=1 

Or ~(X,  W, X1 ,X  2 . . . . .  X ,_  ~) appart ient  ~t l 'espaee des s6ries de Laurent  n 'ayant  
qu 'un nombre  fini de termes avee exposant  n6gatif; eet espaee est un module  sans 
torsion sur l 'anneau Sr_I[X ,X-1] .  La fonction W satisfait done bien ~t la 
condit ion (ii) du th6or6me (4.1). Alors la formule 

definit un element de ~/U(zr ; ~p) qui satisfait ~ la condit ion (i). Comme l'int6grale 7 j 
ne change pas lorsqu 'on remplaee W par  W 1 la fonction W 1 satisfait aussi (ii). Le 
th6or6me est done d6montr6. 

(4.3) Exemple. Supposons que 7r eont ienne la repr6sentation unit6 de K r Alors 7r 
est 6quivalente ~t une repr6sentat ion induite I(Yx, Y2 . . . .  , y~) et 



Conducteur des repr6sentations du groupe lin6aire 211 

W=- W(Yl ,  Y2 . . . . .  Yr ; ~P) appartient /l ~W(n; 9). On a alors 

e~(x)= (I (1-y3"). 
i=1 

D'aprbs les r6sultats de [J -P-S2] ,  on a aussi: 

~(x, w, x l , x~  ..... x ,_ 1)= l-[ (1-  y.~.~)- ~. 
l < i < r , l  <=j<r-1 

Comme W e s t  invariant sous K,, on voit que W satisfait les conditions du 
th6or6me (4.1). 

(4.4) D~finition. Sous les hypotheses du th6orbme (4.1), on dira que W e s t  le 
vecteur essentiel de ~F(~;~r 

5. Propri6t6s du vecteur essentiel 

(5.1) Soit fi nouveau 7r une repr6sentation irr~ductible et g6n6rique de G r. 
Rappelons que ~v d~signe un caract~re additif d 'exposant 0. Soit m !'entier tel que 

e~(X, 9) = CXm. (1) 

Dans ce paragraphe, nous &ablissons le thhorhme suivant : 

Th6or~me. (i) On a m >= O. 
(ii) Pour tout entier a > 0  soit Kr(a ) le sous-groupe de Krforme des matrices du 

type 

(~ Vx),  h~K~_I,  x~9t  • , x - l m o d r  ", u - - 0 m o d • " .  

On pose aussi K~(O)=K r Alors le vecteur essentiel est invariant sous Kr(m) et la 
dimension de l'espace des vecteurs fixes par Kr(m) est un. 

(iii) Si a>O et s'il existe dans la reprOsentation r~ un vecteur non nul fix~ par 
K~(a), alors a > m. 

(5.2) Pour ddmontrer le th6or6me nous introduirons, pour chaque entier a~TZ, le 
sous-groupe H(a) de G, form6 des matrices du type 

off h est dans K,_ 1 et o6 les 616ments de la matrice colonne u sont dant ~". Cela 
6tant, le premier pas est de d6montrer que le vecteur essentiel West invariant sous 
H(0). Par  d6finition Wes t  invariant sous le sous-groupe 

If suffit donc de d6montrer que West  invariant sous le sous-groupe de H(0) form6 
des matrices de H(0) pour lesquelles h = 1~_ 1- Comme W e s t  d6termin6e par sa 
restriction au sous-groupe (4.1)(3), il suffit, d'apr6s les remarques de (3.1), de 
prouver le lemme suivant : 
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Lemme. Si W e s t  le vecteur essentiel de ~IU(g ; ~o) alors la relation 

entraine que la derniOre ligne de g est g~ coefficients entiers. 

D~monstration du lemme. Soit u le degr6 de P~. On  a donc  u __< r (2.5). Supposons  que 
u = r .  Alors g contient la repr6sentation unit6 de K,  (loc. cit.). D'apr~s (4.3) W e s t  
alors invariante sous K,  et notre assertion est alors ~vidente. Supposons mainte- 
nant  u =< r -  1 et 6crivons 

P . (X)=  f i  (1-y . ,X) .  
/ = 1  

Nous  distinguerons deux cas : u < r -  1 et u = r -  1. 
Dans  le cas u < r -  1, on a l'identit6 (cf. [ J - P - S 2 ] ) :  

=l-[(1-y./Y.rX) - 1 ,  l < j < u ,  l < i < _ r - 1 .  

DOfinissons maintenant  une fonction go sur G r_ 1 par  les conditions suivantes: 

go(ngk)=O~,r_l(n)go(g ) si n~Nr_ l ,  kEKr_I;  

si a = diag(a 1, a 2 . . . . .  a t -  1) alors 

go(a)= W(b, ya,y 2 . . . .  ,y,;  ~) avec b=diag(al,  a 2 . . . .  ,a,) 

si la,+ 11 . . . .  [a ,_  1[ = 1 ; = 0  sinon. I1 est clair que go satisfait les conditions de (3 .3) .  
O n  a 6videmment 

S go(g)W(g,X1,X2, "",Xr-l,~))ldetglS+�89 -1" 

D'apr6s  le lemme (3.4), on a donc 

W(~ ~) = go(g)ldetgl ' ( ' - " )  

Le lemme en dScoule aussit6t. 
Si u = r - l ,  on a (cf. [ J -P -S2 ] )  

W(a, Yl, Y2, ... ,Y,-1 ;~P)W(g,XI,X2 . . . . .  X,_  1 ;o]) 

, 4)[(0, 0 . . . .  ,0, 1)g] [detglSdg = l~I(1 - y.fl./y)- 1, 

off 4~ est la fonction caractOristique de 9l x 91 x ... x 91 dans U -  1. En raisonnant  
comme plus haut  on trouve 

W ( 9  0 O1) = W(g, Yl, Y2 . . . . .  y,_ 1 ; ~p)~[(O,O . . . .  ,O, 1)g]ldetg[ ~/2 

et, ~t nouveau,  le lemme d6coule aussit6t de cette relation. 
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(5.3) D6notons  toujours  par  W le vecteur essentiel de W'(n;~p). Alors d 'apr6s 
(4.2) (1): 

r - 1  r - - 1  

~g(q - 1 X - i ,  ~Z, X1-1,X2 i, "",Xr--ll) H P~(q- 'X -1Xf -1 )  = H g~(XXi,~)" 
i=1 i=1 

C o m m e  ~(X, ffC, X1,X 2 . . . . .  X~_ 1) n 'a  que des termes avec exposants  positifs cela 
s'~crit aussi [cf. (5.1) (1)] : 

r - 1  r - 1  

~(X,  (~V, X 1 , X  2, . . . ,X  r_ , )=  C r- l q -  "~r- a, x -  "<r- ,, [ I  X :( " 1-[ e:~ I (XX i) . 
i=1 i=1 

Soit W' le vecteur essentiel de ~W(~; 9)- Alors 

r--1 
7t(X, W ' , X 1 , X  2 . . . .  ,Xr 1)= [ I  P:~ i(XXi) �9 

i=1 

D6finissons main tenan t  un bl6ment W i de r v)) par  la formule 

WI(g) = W'(ga), a = diag (co", o2", . . . .  co', 1 ). 

Alors, il y a une constante  C' telle que 

~-/(X, ~lz, X l , X  2 . . . .  ,Xr_l)-~-C'~A(X,  W l , X l , X 2 ,  ... , X r _  1). 

D'apr6s  le l emme (3.4) cela implique 17V= C ' W  1 sur le sous-groupe (4.2)(3). Doric, 
d 'apr6s une remarque  d6j~ faite, W =  C ' W  1. C o m m e  W' est invariante  sous H(0), 
cela implique que W e s t  invariante sous H(m). En revenant  h la d6finition de lTV on 
volt  que cela implique l ' invariante de W sous le groupe transpos6 tH(m). 

Si on avait  m < 0, les groupes H(0) et tH(m) engendreraient  Gr. La fonction W 
serait  donc  constante  ce qui est absurde. On a donc  m>__0. Les groupes  H(0) et 
tH(m) engendrent  alors K(m) de sorte que W e s t  b i e n  invariante sous K(m). 

Soit main tenan t  u un entier > 0  et W 1 un vecteur de qF(n; ~) invar iant  sous 
K(u). L' invar iance de W 1 sous H(0) implique que 

[cfi (3.1)]. En particulier dans l ' int6grale (4.1)(1) pour  ~(X,  W i , X 1 , X  2 . . . . .  X ,_  i) 
on peut supposer  que Idetg[< 1 et W ( g , X t , X  v . . . , X , _ l ; 9 )  est dans 
112[X~,X2, . . . ,X~_I]  [cf. (3.3)]. La s6rie n 'a  donc  que des termes ~ exposants  
positifs et ses coefficients sont dans ~ [ X x , X z , . . . , X ~ _ I ] .  I1 en r6sulte que 
~ ( W i , X 1 , X  2 . . . .  ,X ,_~)  est un po lyn6me P e n  X 1 , X  v . . . ,X ,_  t. D'au t re  par t  W 1 
6tant invar iante  sous tH(u), la fonction W 1 est invariante  sous H(u). La fonction 
W 2 d~finiee par  

W2(g) = ITVl(ga), a = diag(co-", o - "  . . . . .  co-", 1), 

est donc  invar iante  sous H(0). C o m m e  plus haut,  il en r6sulte que 
~(Wz,X1,X2,  . . . , X , _ I )  est un 616ment de ~[X1 ,X2 ,  . . . ,X ,_ I ] .  Alors il existe un 
mult iple constant  (2 de S ( W v X ~ , X 2 , . . . , X , _  l) tel que:  

~(17VI,X1,X 2 . . . .  ,X,_ i ) =  (X lX  2 " " .X ,_  1)-"Q(X I ,X  2 . . . . .  X , _  1) " 
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D ' ap r~s  (4.2)(7) on  a a lo r s :  

1 s - 1 (X1X2 " " X , - 1 ) ~ Q ( q - l X ? l , q - l X z l , q  - 2 . . . . .  q- lXf-2l)  

= C r -  iq -Ut r -  1)(X 1,X 2 . . . . .  X~_ 1)"P(X1,X2 . . . . .  X ,_  1). 

Si on  ava i t  u<m,  Q ( q - l , X ? l  . . . . .  q - l ,X]J~)  sera i t  un  p o l y n 6 m e  en 

X1,X2,  . . . ,X ,_  1 divis ib le  p a r  le p r o d u i t  X1X 2 .. .Xr_~, ce qu i  est absurde .  O n  a 
dor ic  u > m .  Enf in  si u = m t a  r e l a t ion  c i -dessus  m o n t r e  q u e  P est une  cons tan te .  

D ' a p r 6 s  l 'unic i t6  dans  le t h6o r6me  (4.1) la fonc t ion  W i e s t  a lors  un  m u l t i p l e  de  
I4/.. Q .E .D .  

(5.4) Remarque. S i r c  est une  r ep r6sen t a t i on  admiss ib l e  i r r6duc t ib le  de  G ,  

g6n6r ique  ou  non ,  on  p e u t  enco re  poser  e j X ,  ap) = CX m. O n  peu t  m o n t r e r  q u e  l ' on  a 

e n c o r e  m > 0 et que  m = 0 si et s e u l e m e n t  si ~ con t i en t  la r ep r6sen t a t i on  uni t6  de K, .  

Tou te fo i s ,  si m > 0 la d i m e n s i o n  de  l ' e space  des vec teurs  fix6s pa r  K(m) p e u t  ~tre 0, 

c o m m e  le m o n t r e  l ' exemple  des r ep r6sen ta t ions  de la f o r m e  9 ~ z ( d e t g ) ,  o/a Z e s t  un  

ca rac t6 re  ramif i6  de  F • 
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