Systémes de numération

De nombreuses visions du nombre

Didier Lesesvre



Petit apercu

e le concept de nombre

e représentations du nombre
e systémes de numération

e systémes historiques

e notre systéme

e les grands nombres

e didactique de la numération

e quelques autres systémes



Le concept de nombre



Le nombre...?

Qu’est-ce qu'un nombre ?
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Le nombre : un concept abstrait

Un concept abstrait

taille d'une collection (cardinal)

ordre dans une progression (ordinal)

abstraction d'autres données (classe d'équivalence)

trés longue histoire



Le concept selon Vergnaud




Composante "Techniques"

Ensemble des résultats connus
et des techniques (savoir-faire),
des procédures qui permettent
de travailler avec ce concept.

Composante "Problémes"

Ensemble des problémes
qu'il permet de résoudre
efficacement.

Composante "Langages”

Ensemble des formes
langagiéres et non
langagiéres qui permettent
de le représenter : mots,
symboles, représentations

schématiques...
Composante "Propriétés" 4

Ensemble de définitions,
propriétés, théorémes qui
permettent de justifier les
techniques utilisées.



Le concept selon Vergnaud

Dans |'enseignement

e Les problemes nécessitent une classification, prenant en
compte les structures mathématiques sous-jacentes

e Les propriétés permettent une meilleure connaissance du
concept et des justifications

e Les techniques rendent le concept opératoire, peuvent étre
routinisées ou réfléchies

e Le langages a un objectif de communication, mais aussi
opératoire et de support intermédiaire



Le concept de nombre naturel selon Vergnaud

Le cas des nombres entiers naturels

e Problémes : exprimer des quantités, repérer un point sur une

droite, anticiper le résultat d'action...

e Propriétés : zéro plus petit nombre, successeur/prédécesseur,
transitivité de <, ...

e Techniques : dénombrement, opérations posées

e Langages : verbal, analogique, chiffré



Le nombre : une référence didactique

ROLAND CHARNAY

Comment
enseigner

les nombres entiers
et la numération
décimale?

De la PS au CM2

ENSEIGNER A L'ECOLE PRIMAIRE




Le nombre : une référence historique

HISTOIRE
UNIVERSELLE
DES




Représentations du nombre
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Des représentations du nombre

Nos représentations du nombre cachent déja un triple code :

Code
analogique

e

— 72573 Auditivo-verbal
— /trwa/

Code
Indo-arabe

... et chacun de ces codes peut étre déja trés riche! (constellations
variées, symboles différents des chiffres, autres langues, etc.)



Les difficultés de traduction

Les traductions sont difficiles dans toutes les directions :

e connatftre le chiffre sans le relier au nombre
e contréler la taille d'une collection sans savoir |I'énoncer

e connaitre la comptine numérique sans savoir écrire en chiffre...



Les difficultés de traduction

Les traductions sont difficiles dans toutes les directions :

e connatftre le chiffre sans le relier au nombre
e contréler la taille d'une collection sans savoir |I'énoncer

e connaitre la comptine numérique sans savoir écrire en chiffre...

Ce travail de traduction se fait tout au long du primaire



La pertinence en fonction de la situation

Jongler entre différents aspects permet d’enrichir les procédures :

e pour dénombrer on peut préférer le code analogique
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La pertinence en fonction de la situation

Jongler entre différents aspects permet d’enrichir les procédures :

e pour dénombrer on peut préférer le code analogique
e pour calculer on peut préférer le code chiffré

e pour communiquer on peut préférer le code auditivo-verbal...
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Systémes de numération

Un systéme de numération permet de représenter les nombres

Quel objectif ?

e Représenter
o Communiquer

e Calculer

... et le faire de maniére univoque, compacte et efficace!
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Nombre et chiffre

Attention !

« Le chiffre est au nombre ce que la lettre est au mot »

Ce sont des graphémes, parties atomiques d'un langage

Remarques

e un nombre peut n'avoir qu'un seul chiffre
e attention au langage courant, par exemple "chiffrer"

e un numéro fait partie d'une série (téléphone, INSEE, etc.)



Systémes historiques



Une longue histoire

Les Babyloniens
lya3000

Les Romains il'ya 3000 ans
ilya2 300 ans

Les Egyptiens Les Chinos
Les Mayas ilya 4000 ans ilya1800ans
ilya1800ans
OCEAN GUACIAL AXCTIQUE
EUROPE
AMERIQUE A Sur la carte :
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NORD o TE chaque case comporte
pacrioUE i
i | m= m mm une fagon d'écrire le
AR AFRIQUE chiffre 7
octan fre le trait en pointillé in-
AMERIQUE ATLANTIQUE
[T DU INOIEN B dique le chemuj par-
| couru par la numération
‘ que nous utilisons tous
| les jours
octan | auacue | awrancriove

L'Europe Les Arabes Les Indiens
depuis 1000 ans depuis 1200 ans ilya 1500 ans




Mésopotamienne archaique

Systéme sexagésimal (objets discrets)

Symbole @ O [cD D o <
Valeur 36000 3600 600 1/2 0u 1/10
Systéeme SE de mesure de capacité de graines
Symbole @ D O [o BN = IR - X
Valeur 1800 180 60 6 1 1/5 110

Systéme bisexagésimal (produits consommables)

Symbole ® Z Z D (o NI = o

Valeur 7200 1200 120 60 10 1 12



Mésopotamienne cunéiforme

Valeur 36000 3600 600 60 10 1

Symbole <> O R T ( r—



Mésopotamienne cunéiforme

Valeur | 36000 3600 600 60 10 1

Symbole @ Q K T < —

unités

0 ool .2 ...3 ) .5 ...6 oy 4 ...8 =
LW ) M T
mp m

I Wil e
LT LM< <T | <TT
C L7 A €T €T
C LT (T CT KT T €F KT «FR
& &1 &T &I &T & & &F & &FR
L LT LT LI LT LT | LT T &F | &HE

dizaines

C L Rl

AR A AIA



Mésopotamienne cunéiforme

Valeur | 36000 3600 600 60 10 1

Symbole ((} )<> K T < o

Quelques exemples : a vous de jouer

Valeur décimale Ecriture babylonienne cunéiforme

ion en base 60

1 T 1x1

17 <F

44 44 x 1

60 60=1x60+0x1

85 I €

3600 3600 = 1x 602+ 0x60+0x1
11327 my¥ «F

7000,2525 1x 60+ 56 x 60 +40 x 1 + 15/60 + 9/60?



Mésopotamienne cunéiforme

Quelques remarques
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Mésopotamienne cunéiforme

Quelques remarques

e systéme essentiellement additif

notion de paquets, base 60

lecture difficile, imbrication des caractéres

grands nombres inaccessibles

impossibilité de différencier 1 et 60



Hiéroglyphes égyptiens

A R T B




Hiéroglyphes égyptiens

m@,@ﬁigﬁ
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Hiéroglyphes égyptiens

Quelques exemples : a vous de jouer

jgjggim@@,mm
=7
1362 =7
234 =7



Hiéroglyphes égyptiens

Quelques remarques

e systéme essentiellement additif
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Hiéroglyphes égyptiens

Quelques remarques

e systéme essentiellement additif

notion de paquets, base 10

lecture plus explicite, mais trés longue

plusieurs écritures possibles de 12 (1UI, Ull, 1U)

grands nombres inaccessibles



Numeération romaine

| Il 1] v W Wi VIL vl X X L C (a] M
1 2 3 4 S 1] 7 8 B 10 50 100 500  1'000

XVI=10+5+1=16

XIV =10 + (5- 1) = 14, car | est inférieur a V
DIX = 500 + (10 - 1) = 509, car | est inférieur a X
MMMMCMXCIX = 4 999

MMMMDCCCLXXXVIIl = 4888, nombre romain le plus long en
quantité de symboles.



Numeération romaine

| Il 1] 1Y v Wi VI vl X X L Cc o M
1 2 3 4 S5 [ 7 8 g 10 50 100 S00  1'000

Quelques exemples : a vous de jouer

MMCIX =7
CDIXV =7
126 =7

999 =7



Numeération romaine

Quelques remarques

e systéme additif et soustractif



Numeération romaine

Quelques remarques

e systéme additif et soustractif

e notion de paquets, de 5 et de 10



Numeération romaine

Quelques remarques

e systéme additif et soustractif
e notion de paquets, de 5 et de 10

e lectures trés longues



Numeération romaine

Quelques remarques

e systéme additif et soustractif
e notion de paquets, de 5 et de 10
e lectures trés longues

e grands nombres inaccessibles



Numeération romaine

[+] =]

[1+1]=]5
I5+5=Il

REMEMBER, ROMAN NUMERALS ARE
ARCHAIC, 50 ALWAYS REPLACE THEM
WITH MODERN ONES WHEN DOING MATH.

On peut peut-étre mieux faire...



Numération chinoise en batons
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La série A est utilisée pour les unités et les centaines

La série B est utilisée pour les dizaines et les milliers



Numération chinoise en batons

Série| 0 1 2 3 4 5

: 0

B _—=

7 8
m

| @

6
il
I

La série A est utilisée pour les unités et les centaines

La série B est utilisée pour les dizaines et les milliers
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Numération chinoise en batons

sele 0 1 2 3 4 s

A (I I

8 — ===

Il
=

T
1

(R
s

Quelques exemples : a vous de jouer

126 =7
999 =7
10008 =7
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Numération chinoise en batons

Quelques remarques

e systéme positionnel : la place détermine la signification
e paquets de 10
e entrelacement de deux séries

e absence de caractéres signifiante



Numération chinoise

— EIEIEL

1 2

AN

6 7

T T 7

100 1,000 10,000



Numération chinoise

Quelques exemples : a vous de jouer

126 =7
999 =7
18030 =7



Numération chinoise

Quelques remarques

e notion de paquets, en base 10
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Numération chinoise

Quelques remarques

e notion de paquets, en base 10
e systéme quasi-positionnel, puissance de 10 indiquées
e trés grands multiplicateurs

e lecture orale transparente, sans irrégularité



Notre systéme de numération
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Notre numération

Que veut dire 77 comment |'expliquer a un enfant?
Et 1237
Et 99999999 7
Deux grand principes
e décimal

e positionnel



Principe décimal



Principe décimal

Les nombres sont organisés en paquets de 10 :

e dix unités font une dizaine
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e dix centaines font un millier...



Principe décimal

Les nombres sont organisés en paquets de 10 :

e dix unités font une dizaine
e dix dizaines font une centaine

e dix centaines font un millier...

Les grands nombres sont organisés par paquets de 1000



Principe décimal




Principe positionnel

La place du chiffre dans le nombre change sa valeur!
Pour les égyptions, IU = Ul
Pour nous, 10 n'est pas 01

Photo de boulier



Numération décimale de position

10° 10" 10°
| | |
324 = 3x100 + +4x1

| |
| unités

centaines



Grands nombres




Numération des grands nombres

Comment lire 8736846068308764868036806 7



Numération des grands nombres

Comment lire 8736846068308764868036806 7
Les grands nombres sont dénommeés a chaque facteur 1000
Il'y a en francais une double échelle :

e mille milliers font un million

e mille millions font un millard

e mille millard font un billion

e mille billions font un billiard...






Numération des grands nombres

Echelle des -ions

e un million de millions font un billion
e un million de billions font un trillion

e un million de trillions font un quadrillons...
Echelle des -iards

e un million de milliards font un billiard
e un million de billiards font un trilliard

e un million de trilliards font un quadrilliard...



Les paquets se font par 10... mais pourraient se faire par 2, 3, 16...



Les paquets se font par 10... mais pourraient se faire par 2, 3, 16...

En base b, un nombre s'écrit
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Les paquets se font par 10... mais pourraient se faire par 2, 3, 16...

En base b, un nombre s'écrit

an a0 =lan---aolp = apXb"+ap_1x10" 14 - 421 x 101 +29x 10°

A vous de jouer!
Ecrivez 77 en base 2
Ecrivez 367 en base 5

Ecrivez 2022 en base 2022



Bases et divisions euclidiennes

Ths 2
oh;,_

Lecture |
du résultat

I_

[77]> = [1001101]>



Commentaires sur les deux principes

Avantages du systéme positionnel



Commentaires sur les deux principes

Avantages du systéme positionnel

e compact
e opératoire

e peu de symboles



Commentaires sur les deux principes

Avantages du systéme positionnel

e compact
e opératoire

e peu de symboles

Inconvénients du systéme positionnel



Commentaires sur les deux principes

Avantages du systéme positionnel

e compact
e opératoire

e peu de symboles
Inconvénients du systéme positionnel

e abstrait
e lecture non transparente

e probléme du zéro



Le coeur de nos algorithmes de calcul

Définition : 10" =10 x --- x 10
—_—

n fois

Multiplication : 10" x 10™ = 10"*™

Puissances : (10")™ = 10™"



Le coeur de nos algorithmes de calcul

Les algorithmes de calcul reposent fondamentalement sur les
propriétés du systéme positionnel !



Le coeur de nos algorithmes de calcul

Les algorithmes de calcul reposent fondamentalement sur les
propriétés du systéme positionnel !

Exercice : pourquoi?



En informatique




Systéme binaire
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Les chiffres sont appelés bits (binary digits) : 0 et 1
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Systéme binaire

Systéme binaire : systéme de numération en base 2
Les chiffres sont appelés bits (binary digits) : 0 et 1

Intérét : modélise trés bien

e |'électronique numérique

o les valeurs de vérité

Exemples: 1+0=1,1+1=10, 11+ 1 = 100, etc.



Systéme hexadécimal

Systéme hexadécimal : en base 16
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Systéme hexadécimal : en base 16

Intéréts

e écritures bien plus compacts que le binaire

e traiter les bits par paquets de 4



Systéme hexadécimal

Systéme hexadécimal : en base 16

Intéréts

e écritures bien plus compacts que le binaire

e traiter les bits par paquets de 4

Exemple : 15AACF7'6 = 1010110101010110011110111°



D’autres systémes ?




Numération Shadok
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Numération Shadok
) (@
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Vous avez toutes les informations pour traduite :

108 =7

MOBUGABU =7



Le bibi-binaire de Bobby Lapointe

0 1 2 3 4 5 6 7 8 1 9 10 11 12 13 14 15
0 1 2 3 4 5 3 7 - A B c p) £ F
Binaire 0000 0001 0010 0011 0100 0101 0110 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 1110 1111
ofo 1|0 1|0 ofo ofo 1 0|1 01 1|1 1)1 01 o1 1|1
Répartition L1
1|0 0(0 1)1 01 1|1 01 10 00 1|0 0|0 1|1 01 1|1 0
Notation
bibi-binaire
Prononciation HO HA HE HI BO BA BE Bl KO KA KE KI

50

DA

DE

ol



Les Cincofiles (CRPE Lille)

Exercice 1 — Numération (CRPE Académie de Lille, 2005) L’é

iture des nombres chez les Cincofiles

Dans Ia tribu des Cincofiles, on a une maniére particulicre de compter. Lors d’un voyage dans cette tribu,
un. chiercheur  ramené un certain nombre d'observations qu'l a retranscrtes dans un cammet. Voicl ce quil a
noté sur la maniére de compter des Cincofiles
— Cest une numération de position ;
— Tln'y a que 5 symboles pour noter les nombres
« " qui correspond & notre 0
| qui correspond & notre 1
A qui correspond & notre 2
v qui correspond & notre 3
i correspond & notre 4.
Une observation

Feke —
U4 M el
x ok ok k|| ok

*
* ok Lt e T I RS
W ok Kk ok e k|| ok | X

* Kk ek ko k|| kik

Des exemples de transcriptions

1. En expliquant votre démarche
a) Transcrire dans notre systéme de numération le nombre noté par les Cincofiles <50 ».

b) Transerire dans le systome Cincofile lo nombre que nous notons « 273 ».

Sans passer par une transcription dans notre systéme de numération décimale et en justifiant votre réponse,
écrire :

) le nombre qui précéde le nombre « v'o'e » dans le systéme Cincofile;
b) le nombre qui suit le nombre « A 00 » dans le systéme Cincofile.

Ces deux derniers nombres seront donnés en écriture Cincofile



Merci !

Des questions ?
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